
数理情報・工学系のための数学教程【基礎編１】　微分積分

　
問題の解答

問題 1.1
1. （ 1） 2

（ 2） 3
4

（ 3） lim
n→∞

n3 + 2n

−2n3 + 3 = lim
n→∞

1 + 2
n2

−2 + 3
n3

= −1
2

（ 4） lim
n→∞

4n4 + 3n3 − 2n

2n4 − 3n3 + 4 = lim
n→∞

4 + 3
n − 2

n3

2 − 3
n + 4

n4

= 2

（ 5） −∞
（ 6） lim

n→∞
(n − n2) = lim

n→∞
n(1 − n) = −∞

（ 7） lim
n→∞

(3 + n2)
( 2n

3 − n2

)
= lim

n→∞

2n( 3
n2 + 1)

3
n2 − 1

= −∞

（ 8） lim
n→∞

(
3 + n2 + 2n3

3 − n2

)
= lim

n→∞

(3 + n2)(3 − n2) + 2n3

3 − n2

= lim
n→∞

9 − n4 + 2n3

3 − n2 = lim
n→∞

9
n2 − n2 + 2n

3
n2 − 1

= ∞

（ 9） − 1
n2 ≤ (−1)n

n2 ≤ 1
n2 に対して定理 1.1.11（はさみうち）を用いると， lim

n→∞

(
− 1

n2

)
= 0 および

lim
n→∞

1
n2 = 0より， lim

n→∞

(−1)n

n2 = 0が従う．

（10） 前問と同様に定理 1.1.11（はさみうち）を用いると， lim
n→∞

1
n − n2 = 0より lim

n→∞

(−1)n

n − n2 = 0が

従う．

2. （ 1） 0
（ 2） ∞
（ 3） 0
（ 4） 発散する
（ 5） 発散する
（ 6） −∞

（ 7） lim
n→∞

3n

(−2)n + 3n
= lim

n→∞

1(−2
3

)n + 1
= 1

（ 8） lim
n→∞

(−1)nn

n2 + 1 = lim
n→∞

(−1)n

n + 1
n

= 0

（ 9） lim
n→∞

(
√

n + 1 −
√

n) = lim
n→∞

(
√

n + 1 −
√

n)
√

n + 1 +
√

n√
n + 1 +

√
n

= lim
n→∞

n + 1 − n√
n + 1 +

√
n

= lim
n→∞

1√
n + 1 +

√
n

= 0

（10） lim
n→∞

√
n2 + 1
n + 1 = lim

n→∞

√
1 + 1

n2

1 + 1
n

= 1

1
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（11） lim
n→∞

2n

n2 = ∞ （定理 1.1.15とその下のコメントを参照．）

（12） lim
n→∞

n5

2n
= 0 （同上）

（13） lim
n→∞

2n

n! = 0 （定理 1.1.17を参照．）

（14） lim
n→∞

(n − 5)!
2n

= lim
n→∞

(n − 5)!
2n−5

1
25 = ∞

（15） lim
n→∞

n3 + n − n!
3n

= lim
n→∞

n3

n! + 1
(n−1)! − 1

3n

n!
= −∞

（16） lim
n→∞

3n + n!
(−2)n + (n + 1)! = lim

n→∞

3n

n! + 1
(−2)n

n! + n
= 0

（17） lim
n→∞

(
1 + 1

n + 1

)n

= lim
n→∞

(
1 + 1

n+1

)n+1(
1 + 1

n+1

) = e

1 = e

（18） lim
n→∞

(
1 − 1

n + 1

)n

= lim
n→∞

(
n

n + 1

)n

= lim
n→∞

(
1

1 + 1
n

)n

= lim
n→∞

1(
1 + 1

n

)n = 1
e

3. (x + y)4 = x4 + 4x3y + 6x2y2 + 4xy3 + y4, (x + y)5 = x5 + 5x4y + 10x3y2 + 10x2y3 + 5xy4 + y5

4. 二項定理により

2n = (1 + 1)n =1 + n + nC21n−212 + nC31n−313 + nC41n−414

+ · · · + nCn−2121n−2 + n + 1 > nC4

が成り立つ．nC4 = n!
4! (n − 4)! = n(n − 1)(n − 2)(n − 3)

24 より，

0 ≤ lim
n→∞

n3

2n
≤ lim

n→∞

n3

n(n−1)(n−2)(n−3)
24

= lim
n→∞

24
n(1 − 1

n )(1 − 2
n )(1 − 3

n )
= 0

問題 1.2

1. （ 1） lim
x→2

x2 + 5
x2 − 3 = 4 + 5

4 − 3 = 9

（ 2） lim
x→1

x2 − 1
x3 − 1 = lim

x→1

(x − 1)(x + 1)
(x − 1)(x2 + x + 1) = lim

x→1

x + 1
x2 + x + 1 = 2

3

（ 3） lim
x→∞

x2 − 1
x3 − 1 = lim

x→∞

1 − 1
x2

x − 1
x2

= 0

（ 4） lim
x→2

x2 − x − 2
x2 − 4 = lim

x→2

(x − 2)(x + 1)
(x − 2)(x + 2) = lim

x→2

x + 1
x + 2 = 3

4

（ 5） lim
x→∞

(
√

x2 + 1 − x) = lim
x→∞

(
√

x2 + 1 − x)
√

x2 + 1 + x√
x2 + 1 + x

= lim
x→∞

x2 + 1 − x2
√

x2 + 1 + x

= lim
x→∞

1√
x2 + 1 + x

= 0

（ 6） lim
x→0

√
2x + 1 −

√
x + 1

x
= lim

x→0

√
2x + 1 −

√
x + 1

x

√
2x + 1 +

√
x + 1√

2x + 1 +
√

x + 1

= lim
x→0

(2x + 1) − (x + 1)
x(

√
2x + 1 +

√
x + 1)

= lim
x→0

1√
2x + 1 +

√
x + 1

= 1
2

（ 7） ∞ （ lim
n→∞

2n = ∞と同様に理解する．厳密な議論は A.1節を参照．厳密には A.2節に書かれて

いるアルキメデスの原理まで遡る必要がある．）

（ 8） lim
x→∞

(1
2

)x

= lim
x→∞

1
2x

= 0

2. （ 1） ∞（x = 0.1, 0.01, 0.001, · · · という列を考えると，1
x = 10, 100, 1000, · · · のように限りなく大き

くなる．）
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（ 2） −∞（x = −0.1, −0.01, −0.001, · · · という列を考えると，1
x = −10, −100, −1000, · · · のように

限りなく小さくなる．）

（ 3） −∞ （ 1
x → ∞, 1

x−1 → −1 (x → 0 + 0)より従う．）

（ 4） ∞ （ 1
x → −∞, 1

x−1 → −1 (x → 0 − 0)より従う．）

（ 5） ∞ （x3 → 8, 1
x−2 → ∞ (x → 2 + 0)より従う．）

（ 6） −∞ （x3 → 8, 1
x−2 → −∞ (x → 2 − 0)より従う．）

（ 7） −∞ （x3 → −8, 1
x−2 → ∞ (x → −2 + 0)より従う．）

（ 8） ∞ （x3 → −8, 1
x−2 → −∞ (x → −2 − 0)より従う．）

（ 9） 1 （x > 2のとき |x − 2| = x − 2であることから従う．）
（10） −1 （x < 2のとき |x − 2| = −(x − 2)であることから従う．）

（11） t = 1
x − 1 とおくと， lim

x→1+0
e

1
x−1 = lim

t→∞
et = ∞

（12） t = 1
x − 1 , s = −tとおくと， lim

x→1−0
e

1
x−1 = lim

t→−∞
et = lim

s→∞
e−s = lim

s→∞

1
es

= 0 のように計

算できる．e−s = 1
es
については定理 2.1.2 の指数法則を参照．

3. （ 1） 最大なし．最小は 0．上限は 1．下限は 0．
（ 2） 最大なし．最小なし．上限は

√
2．下限は−

√
2．

（ 3） 最大は 2．最小なし．上限は 2．下限は 1．
（ 4） 最大なし．最小は 0．上限は 1．下限は 0．

4. 解答例：あやとりの紐の 2点 a, bを一番遠くにしたとき，その 2点 a, bの間の距離は πである．よって，a

を中心とする半径 πの円の中にあやとりの紐は必ず収まることになる．半径 πの円の面積は π × π2 = π3

であり，あやとりの紐が囲む図形の面積はそれよりも小さいので，π3は上界 (upper bound)である．こ
のように，上限を求めることが難しい場合には，上界を一つ見つけることが現象を把握するための大事な

ステップとなる．

5. 頑張って考えよう！ それが研究というものです．上限を与えるのは半径 1の円のときであることが知ら
れている．つまり，上限は πである．これは等周不等式によって証明される．

問題 1.3
1. （厳密な証明についてはA.1節の ε–δ論法を参照．）

（ 1） 連続
（ 2） 連続
（ 3） 連続ではない
（ 4） 連続
（ 5） 連続ではない
（ 6） 連続ではない

2. （ 1） 最大値は 1．最小値は 0．
（ 2） 最大値はなし．最小値は 0．
（ 3） 最大値はなし．最小値は 0．
（ 4） 最大値はなし．最小値もなし．
（ 5） 最大値は 9．最小値は 4．
（ 6） 最大値はなし．最小値は 0．

3. （ 1） 最大値は 1．最小値は 1
3．

（ 2） 最大値はなし．最小値は 1．

（ 3） 最大値は−1
3．最小値はなし．

（ 4） 最大値はなし．最小値は−1．
（ 5） 最大値はなし．最小値もなし．

（ 6） 最大値は 1．最小値は−1
5．
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4. g(f(x)) = 2f(x) + 3 = 2x3 + 3, f(g(x)) = (g(x))3 = (2x + 3)3

5. g(f(x))について：f(x)の出力の範囲は f(x) ≥ 1であり，この値が g(x)の入力となる．g(x)の定義域
を [1, ∞)に制限すると，g(x)の最大値は 1，最小値は存在しないことが分かる．よって，g(f(x))の最大
値は 1であり，最小値は存在しない．

f(g(x))について：g(x)の出力の範囲は g(x) ≤ 2であり，この値が f(x)の入力となる．f(x)の定義
域を (−∞, 2]に制限すると，f(x)の最大値は存在せず，最小値は 1であることが分かる．よって，f(g(x))
の最大値は存在せず，最小値は 1である．

6. f(x) = x2 は有界閉区間 [0, 1]において連続であり，02 = 0, 22 = 4 より，f(0) ̸= f(2)が成り立つ．
よって，中間値の定理により f(c) = c2 = 2を満たす実数 cが 0と 2の間に存在する．

7. f(−2) = −32 + 24 + 1 = −7, f(0) = 1, f(1) = −1, f(2) = 32 − 24 + 1 = 9 であり，中間値の定
理により，f(x) = 0となる点 xが 3つの開区間 (−2, 0), (0, 1), (1, 2) のそれぞれに存在する．よって，
f(x) = 0は少なくとも 3つの異なる実数解をもつ．

8. g(x) = f(x) − xとおくと，g(0) ∈ [0, 1], g(1) ∈ [−1, 0]が成り立つ．g(0) = 0のときは，f(0) = 0よ
り，c = 0とすれば主張が従う．g(1) = 0のときは，f(1) = 1より，c = 1とすれば主張が従う．g(0) ̸= 0
かつ g(1) ̸= 0のとき，g(1) < 0 < g(0)が成り立つことから，中間値の定理により，g(c) = 0となる
c ∈ (0, 1)が存在する．よって，f(c) = cとなる c ∈ (0, 1)が存在する．

問題 2.1
1. （ 1） 23 × 43 = 23 × 26 = 29, 29 = (23)3 = 83 より，m = 9, n = 3

（ 2） 3
1
2 × 9

1
6 = 3

1
2 × 3

1
3 = 3

1
2 + 1

3 = 3
5
6 より，m = 5, n = 6

（ 3） 3
1
3 × 6− 1

6 ×
√

2 = 3
1
3 × 3− 1

6 × 2− 1
6 × 2

1
2 = 3

1
3 − 1

6 × 2− 1
6 + 1

2 = 3
1
6 × 2

1
3 より，m = 3, n = 6

（ 4） (
√

2 × 3
1
4 )6 × (

√
3)−m = (2

1
2 × 3

1
4 )6 × 3− m

2 = 23 × 3
3
2 × 3− m

2 = 23 × 3
3
2 − m

2 = 2n より，

m = n = 3
2. （ 1） log2 410 = log2 220 = 20より，m = 20

（ 2） log3
1

729 = log3 729−1 = − log3 729 = − log3 36 = −6より，m = −6

（ 3） log3 216 = log3(33 × 23) = log3 33 + log3 23 = 3 + 3 log3 2より，m = n = 3

（ 4） log 125
81 = log 125 − log 81 = log 53 − log 34 = 3 log 5 − 4 log 3より，m = 3, n = −4

3. （ 1） lim
x→∞

(
1 + 1

x

)2x

= lim
x→∞

((
1 + 1

x

)x)2
= e2

（ 2） lim
x→∞

(
1 + 1

2x

)x

= lim
x→∞

((
1 + 1

2x

)2x
) 1

2

=
√

e

（ 3） lim
x→∞

(
2 + 1

x

)x

= lim
x→∞

2x
(

1 + 1
2x

)x

= ∞

（ 4） lim
x→∞

(1
2 + 1

x

)x

= lim
x→∞

(1
2

)x (
1 + 2

x

)x

= lim
x→∞

1
2x

((
1 + 2

x

) x
2
)2

= 0

（ 5） lim
x→∞

(
1 + a

x

)x

= lim
x→∞

((
1 + a

x

) x
a

)a

= ea（この等式より，指数関数は ex = lim
n→∞

(
1 + x

n

)n

と書くことができる．）

（ 6） t = 1
x
とおくと，x → 0+0のとき t → ∞である．よって， lim

x→0+0
(1+ax)

1
x = lim

t→∞

(
1 + a

t

)t

= ea

が得られる．また，x → 0 − 0のときは t → −∞であり，定理 1.2.9を用いると，

lim
x→0−0

(1 + ax)
1
x = lim

t→−∞

(
1 + a

t

)t

= lim
t→−∞

((
1 + a

t

) t
a

)a

= ea

が得られる．右極限と左極限が共に ea であることから， lim
x→0

(1 + ax)
1
x = ea が従う．

問題 2.2
1. （ 1） 定理 2.2.1 ( 1 ) より，sin 2α = sin(α + α) = sin α cos α + cos α sin α = 2 sin α cos α．定

理 2.2.1 ( 2 ) より，cos 2α = cos(α + α) = cos2 α − sin2 α．この式に sin2 α + cos2 α = 1
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を用いることで，cos 2α = 1 − 2 sin2 α = 2 cos2 α − 1 が得られる．定理 2.2.1 ( 3 ) より，

tan 2α = tan(α + α) = 2 tan α

1 − tan2 α
．

（ 2） cos 2α = 1−2 sin2 αのαを
α

2 に置き換えると，cos α = 1−2 sin2 α

2．よって，sin
2 α

2 = 1 − cos α

2
が得られる．同様に，cos 2α = 2 cos2 α − 1の αを

α

2 に置き換えると，cos α = 2 cos2 α

2 − 1．

よって，cos2 α

2 = 1 + cos α

2 が得られる．tan2 α

2 =
sin2 α

2
cos2 α

2
=

1−cos α
2

1+cos α
2

= 1 − cos α

1 + cos α
．

2. いずれも，右辺に加法定理を用いることで左辺が得られる．

3. −1 ≤ sin x ≤ 1 より − 1
x

≤ sin x

x
≤ 1

x
が成り立つ．よって，定理 1.2.8（はさみうち）を使うと，

lim
x→∞

1
x

= 0より lim
x→∞

sin x

x
= 0が従う．

4. （ 1） sin θ = −1
3のときの tan θを求めればよい．arcsinの値域は−π

2 ≤ θ ≤ π

2 であるから，cos θ ≥ 0で

ある．よって，cos θ =

√
1 −

(
−1

3

)2
=

√
8

3 であり，tan θ = sin θ

cos θ
= −1

3× 3√
8

= − 1√
8

= −
√

2
4

となる．

（ 2） tan y = 1
x2 , tan z = x2 を満たす y, z に対し，y + z を計算すればよい．ここで，

1
x2 > 0より

0 < y <
π

2 , x2 ≥ 0より 0 ≤ z <
π

2 である．tan
(

π

2 − θ
)

= 1
tan θ

を使うと，tan z = x2 =

1
tan y

= tan
(

π

2 − y
)
が成り立つことが分かる．ここで，z と

π

2 − yの存在範囲は 0 ≤ z <
π

2 ,

0 <
π

2 − y <
π

2 であることと，tan θは 0 ≤ θ <
π

2 において狭義単調増加関数であることから，

z = π

2 − yが従う．よって，y + z = π

2 である．

5. （ 1） θ = arcsin x = arccos 3
4 とおく．θは arcsinと arccosの両方の値域に含まれるので，0 ≤ θ ≤ π

2

である．したがって，x = sin θ ≥ 0, cos θ = 3
4 となるので，x = sin θ =

√
1 − cos2 θ =√

1 − 32

42 =
√

7
4 である．

（ 2） θ = arccos x = arctan 2とおく．θは arccosと arctanの両方の値域に含まれるので，0 ≤ θ <
π

2

である．4 = tan2 θ = sin2 θ

cos2 θ
= 1 − cos2 θ

cos2 θ
= 1

cos2 θ
− 1より，cos2 θ = 1

5 が成り立つので，

0 ≤ θ <
π

2 より，x = cos θ = 1√
5
となる．

（ 3） θ = arcsin x = arccos 1√
3
とおく．θは arcsinと arccosの両方の値域に含まれるので，0 ≤ θ ≤ π

2

である．したがって，x = sin θ ≥ 0, cos θ = 1√
3
となるので，x = sin θ =

√
1 − cos2 θ =√

1 − 1
3 =

√
2
3 =

√
6

3 である．

（ 4） θ = arcsin x = arctan
(

−1
3

)
とおく．θ は arcsin と arctan の両方の値域に含まれるので，

−π

2 < θ <
π

2 である．さらに，tan θ = −1
3 < 0 より −π

2 < θ < 0 であり，sin θ < 0 であ

る．ここで
1
9 = tan2 θ = sin2 θ

cos2 θ
= 1 − cos2 θ

cos2 θ
= 1

cos2 θ
− 1を使うと cos2 θ = 9

10 となるので，

sin θ = −
√

1 − cos2 θ = − 1√
10
が従う．
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6. （ 1） cosh2 x − sinh2 x =
(

ex + e−x

2

)2

−
(

ex − e−x

2

)2

= 1
4
(
(e2x + 2 + e−2x) − (e2x − 2 + e−2x)

)
= 1

sinh x cosh y + cosh x sinh y = ex − e−x

2
ey + e−y

2 + ex + e−x

2
ey − e−y

2

= 1
4
(
ex+y + ex−y − e−x+y − e−x−y + ex+y − ex−y + e−x+y − e−x−y

)
= 1

2

(
ex+y − e−(x+y)

)
= sinh(x + y)

cosh x cosh y + sinh x sinh y = ex + e−x

2
ey + e−y

2 + ex − e−x

2
ey − e−y

2

= 1
4
(
ex+y + ex−y + e−x+y + e−x−y + ex+y − ex−y − e−x+y + e−x−y

)
= 1

2

(
ex+y + e−(x+y)

)
= cosh(x + y)

（ 2） x = sinh log(x +
√

x2 + 1)を示せばよい．

sinh log(x +
√

x2 + 1) = 1
2

(
e

log
(

x+
√

x2+1
)

− e
− log

(
x+

√
x2+1

))
= 1

2

(
e

log
(

x+
√

x2+1
)

− e
log
(

x+
√

x2+1
)−1
)

= 1
2

((
x +

√
x2 + 1

)
−
(

x +
√

x2 + 1
)−1

)
= 1

2

(
x +

√
x2 + 1 − 1

x +
√

x2 + 1

)
= x2 + 2x

√
x2 + 1 + (x2 + 1) − 1

2(x +
√

x2 + 1)
= 2x2 + 2x

√
x2 + 1

2(x +
√

x2 + 1)
= x

（ 3） x = tanh
(1

2 log 1 + x

1 − x

)
を示せばよい．

tanh
(1

2 log 1 + x

1 − x

)
= tanh log

√
1 + x

1 − x
= e

log
√

1+x
1−x − e

− log
√

1+x
1−x

e
log
√

1+x
1−x + e

− log
√

1+x
1−x

= e
log
√

1+x
1−x − e

log
(√

1+x
1−x

)−1

e
log
√

1+x
1−x + e

log
(√

1+x
1−x

)−1 = e
log
√

1+x
1−x − e

log
√

1−x
1+x

e
log
√

1+x
1−x + e

log
√

1−x
1+x

=

√
1+x
1−x −

√
1−x
1+x√

1+x
1−x +

√
1−x
1+x

=
(
√

1+x)2−(
√

1−x)2

(1−x)(1+x)
(
√

1+x)2+(
√

1−x)2

(1−x)(1+x)

=
(1+x)−(1−x)

1−x2

(1+x)+(1−x)
1−x2

= x

問題 3.1

1. lim
x→a

f(x) − f(a)
x − a

= lim
x→a

(kx + c) − (ka + c)
x − a

= lim
x→a

k(x − a)
x − a

= k.

2. （ 1） (x3 + 2x2 + 3)′ = 3x2 + 4x

（ 2） ((x + 1)ex)′ = (x + 1)′ ex + (x + 1)(ex)′ = ex + (x + 1)ex = (x + 2)ex

（ 3） (x2 cos x)′ = (x2)′ cos x + x2(cos x)′ = 2x cos x − x2 sin x

（ 4）
( sin x

x

)′
= (sin x)′x − (sin x)(x)′

x2 = x cos x − sin x

x2

3. （ 1） ((x + 1)7)′ = 7(x + 1)6 (x + 1)′ = 7(x + 1)6

（ 2） ((2x + 1)7)′ = 7(2x + 1)6 (2x + 1)′ = 7(2x + 1)6 × 2 = 14(2x + 1)6

（ 3） (e2x)′ = e2x (2x)′ = e2x × 2 = 2e2x

（ 4） (e−x)′ = e−x (−x)′ = e−x × (−1) = −e−x

（ 5） (ex+1)′ = ex+1 (x + 1)′ = ex+1

（ 6） (ex2
)′ = ex2

(x2)′ = 2xex2

（ 7） (tan 2x)′ = 1
cos2 2x

(2x)′ = 2
cos2 2x
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（ 8） (sin(ex))′ = (cos(ex)) (ex)′ = ex cos(ex)
（ 9） (esin x)′ = esin x (sin x)′ = esin x cos x

4. （ 1） ((x + 1) log |x|)′ = (x + 1)′ log |x| + (x + 1)(log |x|)′ = log |x| + x + 1
x

（ 2） (x2 log |x|)′ = (x2)′ log |x| + x2(log |x|)′ = 2x log |x| + x2

x
= 2x log |x| + x

（ 3）
(

log |x|
x

)′

= (log |x|)′ x − (log |x|) (x)′

x2 =
1
x x − log |x|

x2 = 1 − log |x|
x2

（ 4） (log |2x|)′ = 1
2x

(2x)′ = 1
2x

× 2 = 1
x

別解：(log |2x|)′ = (log 2 + log |x|)′ = 1
x

（ 5） (log |x + 1|)′ = 1
x + 1 (x + 1)′ = 1

x + 1

（ 6） (log x2)′ = 1
x2 (x2)′ = 1

x2 2x = 2
x

別解：(log x2)′ = (2 log |x|)′ = 2
x

5. （ 1） y = arccos xとおくと，x = cos yより

(arccos x)′ = dy

dx
= 1

dx

dy

= 1
− sin y

= − 1√
1 − cos2 y

= − 1√
1 − x2

（ 2） y = arctan xとおくと，x = tan y より

(arctan x)′ = dy

dx
= 1

dx

dy

= 1
1

cos2 y

= cos2 y = cos2 y

cos2 y + sin2 y
= 1

1 + tan2 y
= 1

1 + x2

（ 3） y = arcsin x

a
とおくと，

x

a
= sin y より x = a sin yである．よって，

(
arcsin x

a

)′
= dy

dx
= 1

dx

dy

= 1
a cos y

= 1
a
√

1 − sin2 y
= 1

a

√
1 − x2

a2

= 1√
a2 − x2

6. （ 1）
(

x
1
3

)′
= 1

3x
1
3 −1 = 1

3x− 2
3

（ 2）
(

x− 1
3

)′
= −1

3x− 1
3 −1 = −1

3x− 4
3

（ 3）
(

1√
x

)′

=
(

x− 1
2

)′
= −1

2x− 1
2 −1 = −1

2x− 3
2

（ 4） (
√

x2 + 1)′ = 2x

2
√

x2 + 1
= x√

x2 + 1
（ 5） (22x)′ = (22x log 2) (2x)′ = (22x log 2) × 2 = 22x+1 log 2
（ 6） (2x+1)′ = (2 × 2x)′ = 2(2x)′ = 2(2x log 2) = 2x+1 log 2

（ 7） (2x2
)′ = (2x2

log 2) (x2)′ = (2x2
log 2) × 2x = 2x2+1x log 2

（ 8） (log2 x2)′ = (2 log2 x)′ = 2
x log 2

（ 9） f(x) = xx とおいて log f(x) = log xx = x log x の両辺を微分すると
f ′(x)
f(x) = (x)′ log x +

x(log x)′ = log x + 1となるので，f ′(x) = (log x + 1)f(x) = (log x + 1)xx である．

（10） f(x) = x2x とおいて log f(x) = log x2x = 2x log xの両辺を微分すると
f ′(x)
f(x) = (2x)′ log x +

2x(log x)′ = 2 log x + 2となるので，f ′(x) = (2 log x + 2)f(x) = 2(log x + 1)x2x である．

（11） f(x) = xx2
とおいて log f(x) = log xx2

= x2 log xの両辺を微分すると
f ′(x)
f(x) = (x2)′ log x +

x2(log x)′ = 2x log x + xとなるので，f ′(x) = (2x log x + x)f(x) = (2x log x + x)xx2
である．
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（12） f(x) = (1 + x)
1
x とおいて log f(x) = log(1 + x)

1
x = 1

x
log(1 + x)の両辺を微分すると f ′(x)

f(x) =( 1
x

)′
log(1 + x) + 1

x
(log(1 + x))′ = − 1

x2 log(1 + x) + 1
x

1
1 + x

= − log(1 + x)
x2 + 1

x(x + 1) と

なるので，f ′(x) =
(

− log(1 + x)
x2 + 1

x(x + 1)

)
f(x) =

(
− log(1 + x)

x2 + 1
x(x + 1)

)
(1 + x)

1
x

である．

7. （ 1） (sin(cos 2x))′ = cos(cos 2x) (cos 2x)′ = cos(cos 2x) (− sin 2x) (2x)′ = −2 sin 2x cos(cos 2x)
（ 2） ((sin 3x)2)′ = 2 sin 3x (sin 3x)′ = 2 sin 3x cos 3x (3x)′ = 6 sin 3x cos 3x

（ 3） (xex2+1)′ = (x)′ex2+1 + x(ex2+1)′ = ex2+1 + xex2+1 (x2 + 1)′ = ex2+1 + xex2+12x =

(1 + 2x2)ex2+1

（ 4） (x log(x2 + 1))′ = (x)′ log(x2 + 1) + x(log(x2 + 1))′ = log(x2 + 1) + x
1

x2 + 1 (x2 + 1)′ =

log(x2 + 1) + x

x2 + 1 2x = log(x2 + 1) + 2x2

x2 + 1

8. （ 1） (sinh x)′ =
(

ex − e−x

2

)′

= ex + e−x

2 = cosh x

（ 2） (cosh x)′ =
(

ex + e−x

2

)′

= ex − e−x

2 = sinh x

（ 3） (tanh x)′ =
(

sinh x

cosh x

)′

= (sinh x)′ cosh x − sinh x(cosh x)′

cosh2 x
= cosh2 x − sinh2 x

cosh2 x
= 1

cosh2 x

9. （ 1） f(x) = exとおくと，f ′(x) = exより f ′(2) = e2．接線の方程式は，y = e2(x−2)+e2 = e2(x−1)
より，y = e2(x − 1)である．

（ 2） f(x) = log xとおくと，f ′(x) = 1
x
より f ′(2) = 1

2．接線の方程式は，y = 1
2(x − 2) + log 2 =

x

2 + log 2 − 1より，y = x

2 + log 2 − 1である．

（ 3） f(x) =
√

xとおくと，f ′(x) = 1
2
√

x
より f ′(2) = 1

2
√

2
=

√
2

4 ．接線の方程式は，y =
√

2
4 (x −

2) +
√

2 =
√

2
4 x −

√
2

2 +
√

2 =
√

2
4 x +

√
2

2 より，y =
√

2
4 x +

√
2

2 である．

（ 4） f(x) = 1√
x
とおくと，f ′(x) = −1

2x− 3
2 より f ′(2) = −1

22− 3
2 = −1

2
1

2
√

2
= −

√
2

8 ．接線の方程

式は，y = −
√

2
8 (x−2)+ 1√

2
= −

√
2

8 x+
√

2
4 +

√
2

2 = −
√

2
8 x+ 3

√
2

4 より，y = −
√

2
8 x+ 3

√
2

4
である．

（ 5） f(x) = e2xとおくと，f ′(x) = 2e2xより f ′(2) = 2e4．接線の方程式は，y = 2e4(x − 2) + e4 =
e4(2x − 3)より，y = e4(2x − 3)である．

（ 6） f(x) = log 2xとおくと，f ′(x) = 1
x
より f ′(2) = 1

2．接線の方程式は，y = 1
2(x − 2) + log 4 =

x

2 + log 4 − 1より，y = x

2 + log 4 − 1である．

（ 7） f(x) = log |x − 4|とおくと，f ′(x) = 1
x − 4 より f ′(2) = −1

2．接線の方程式は，y = −1
2(x −

2) + log 2 = −x

2 + log 2 + 1より，y = −x

2 + log 2 + 1である．

（ 8） f(x) = sin πx とおくと，f ′(x) = π cos πx より，f ′(2) = π cos 2π = π．接線の方程式は，

y = π(x − 2) + sin 2π = π(x − 2)より，y = π(x − 2)である．

（ 9） f(x) = cos π

x2 とおくと，f ′(x) = − sin π

x2

(
π

x2

)′
= − sin π

x2

(
−2π

x3

)
= 2π

x3 sin π

x2 より

f ′(2) = π

4 sin π

4 = π

4

√
2

2 =
√

2π

8 ．接線の方程式は，y =
√

2π

8 (x − 2) + cos π

4 =
√

2π

8 x −
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√

2π

4 +
√

2
2 より，y =

√
2π

8 x −
√

2π

4 +
√

2
2 である．

10. f(x) + g(x)について示す．f(x), g(x)が I において微分可能であることから，

(f(x) ± g(x))′ = lim
h→0

(f(x + h) ± g(x + h)) − (f(h) ± g(h))
h

= lim
h→0

f(x + h) − f(h)
h

± lim
h→0

g(x + h) − g(h)
h

= f ′(x) ± g′(x)

より f(x)+g(x)は Iにおいて微分可能であり，(f(x)+g(x))′ = f ′(x)+g′(x)が成り立つ．f(x)−g(x)
についても同様に示すことができる．

11. (f(x)g(x)h(x))′ = (f(x) (g(x)h(x)))′ = f ′(x) g(x)h(x) + f(x) (g(x)h(x))′

= f ′(x)g(x)h(x) + f(x)g′(x)h(x) + f(x)g(x)h′(x)
12. g(x)は I において微分可能であり，g(x) > 0を満たすので，定理 3.1.9より y = log xとの合成関数

log g(x)は I において微分可能である．また，h(x)も I において微分可能であることから，定理 3.1.7
( 3 ) より，log g(x)h(x) = h(x) log g(x)は I において微分可能である．対数関数は指数関数の逆関数で

あることから，p.27の等式より

f(x) = g(x)h(x) = elog g(x)h(x)

が成り立つ．よって，f(x) = g(x)h(x) は y = ex と log g(x)h(x) の合成関数である．y = ex はRにお
いて微分可能であるから，定理 3.1.9より主張が従う．

13. x(t) = t − sin t, y(t) = 1 − cos t とおくと，x′(t) = 1 − cos t, y′(t) = sin t であり，定理 3.1.24

より，t = π

4 における接線の傾きは
y′( π

4 )
x′( π

4 ) =
sin π

4
1 − cos π

4
=

1√
2

1 − 1√
2

= 1√
2 − 1

=
√

2 + 1 である．

x
(

π

4

)
= π

4 − sin π

4 = π

4 − 1√
2

, y
(

π

4

)
= 1 − cos π

4 = 1 − 1√
2
であるから，接線の方程式は，

y = (
√

2 + 1)
(

x − π

4 + 1√
2

)
+ 1 − 1√

2
= (

√
2 + 1)

(
x − π

4

)
+ 2

より，y = (
√

2 + 1)
(

x − π

4

)
+ 2である．

14. x ̸= 0において， 1
x
は C1 級であり，sin xとの合成関数 sin 1

x
も C1 級である．よって，x3 との積と

して得られる関数 f(x)は，x ̸= 0において C1 級である．f(x)が x = 0において C1 級であることを

確認する．g(x) = x3 sin 1
x
とおく．g′(x) = 3x2 sin 1

x
+ x3 cos 1

x

(
− 1

x2

)
= 3x2 sin 1

x
− x cos 1

x
よ

り， lim
x→0+0

g′(x) = lim
x→0−0

g′(x) = 0が成り立つ．また， lim
x→0±0

g(x) − g(0)
x − 0 = lim

x→0±0
x2 sin 1

x
= 0よ

り g′(0) = 0である．よって，g′(x)は x = 0において連続であり，f(x)は x = 0においてC1級である

ことが従う．

15. x ̸= 0では C1 級なので，x = 0において C1 級かを確認すればよい．n = 1のとき，x > 0において
f ′(x) = 1であり，x < 0において f ′(x) = 0である．したがって lim

x→0+0
f ′(x) = 1と lim

x→0−0
f ′(x) = 0は

一致しないので，微分可能ではない．特に C1級ではない．n ≥ 2のとき，x > 0において f ′(x) = nxn−1

であり，x < 0において f ′(x) = 0である．したがって lim
x→0+0

f ′(x) = lim
x→0−0

f ′(x) = 0が成り立つ．

また， lim
x→0±0

f(x) − f(0)
x − 0 = 0より f ′(0) = 0である．よって，f(x)は C1 級である．以上より，f(x)

が C1 級関数であるための必要十分条件は n ≥ 2である．

16. (x(t), y(t)) = (a cos t, b sin t)を楕円の式の左辺に代入すると，
(

x

a

)2
+
(

y

b

)2
= cos2 t + sin2 t = 1と

なる．よって，(x(t), y(t)) = (a cos t, b sin t)は楕円のパラメータ表示を与えている．(p, q)におけるパラ
メータを t = sとする．つまり，p = a cos s, q = b sin sである．定理 3.1.24より，t = sにおける接線の傾
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きは
y′(s)
x′(s) = (b sin t)′

(a cos t)′

∣∣∣∣
t=s

= −b cos s

a sin s
= − b2p

a2q
となる．よって，接線の方程式は y = − b2p

a2q
(x−p)+q

であり，b2p(x − p) + a2q(y − q) = 0が得られる．これを変形して b2px + a2qy = b2p2 + a2q2として，

両辺を a2b2で割ると，
p x

a2 + q y

b2 = p2

a2 + q2

b2 = 1となる．よって，接線は p x

a2 + q y

b2 = 1で与えられる．

17. サイクロイドの形は曲線のパラメータの付け方を変えても変化しない．そこで，円の中心の位置が (t, 1)に
あるときの時間が tとなるようにパラメータを付けておく．このとき，サイクロイドの「印」の位置は円の中

心から見て
(

cos
(3π

2 − t
)

, sin
(3π

2 − t
))
の位置にある．よって，「印」の x座標は t+cos

(3π

2 − t
)

=

t+cos 3π

2 cos t+sin 3π

2 sin t = t−sin tであり，「印」の y座標は 1+sin
(3π

2 − t
)

= 1+sin 3π

2 cos t−

cos 3π

2 sin t = 1 − cos t となるので，(x, y) = (t − sin t, 1 − cos t)がサイクロイドのパラメータ表示で

あることが従う．

問題 3.2
1. （ 1） (x3 − 3x + 1)′ = 3x2 − 3 = 3(x − 1)(x + 1) = 0より，x = −1, 1
（ 2） (x4 − 4x3 + 8x)′ = 4x3 − 12x2 + 8 = 4(x − 1)(x2 − 2x − 2) = 0であり，x2 − 2x − 2 = 0の

解は x = 2 ±
√

4 + 8
2 = 1 ±

√
3である．よって，x = 1, 1 +

√
3, 1 −

√
3

（ 3） (sin x)′ = cos x = 0より，x = π

2 + nπ（n ∈ Z）

（ 4） (xe−x)′ = e−x − xe−x = (1 − x)e−x = 0より，x = 1
2. 定理 3.2.9より，導関数の値が正であることを示せばよい．
（ 1） (x + 1)′ = 1 > 0
（ 2） (ex)′ = ex > 0

（ 3） (log x)′ = 1
x

> 0

（ 4） x > 0 において (
√

x)′ = 1
2
√

x
> 0 である．x = 0 のときの値は 0 だから，x > 0 について

0 <
√

xが成り立つ．よって，
√

xは x ≥ 0において狭義単調増加である．
3. 定理 3.2.9より，導関数の値が負であることを示せばよい．
（ 1） (−x + 1)′ = −1 < 0
（ 2） (e−x)′ = −e−x < 0

（ 3）
(

log 1
x

)′
=
(
log x−1)′ = (− log x)′ = − 1

x
< 0

（ 4）
(

1√
x

)′

=
(

x− 1
2

)′
= −1

2x− 3
2 < 0

4. f(x) = x3 − 2x2 より，f ′(x) = 3x2 − 4x = x(3x − 4)である．よって，x < 0および x >
4
3 のとき

f ′(x) > 0であり，f(x)は狭義単調増加である．また，0 < x <
4
3 のとき f ′(x) < 0であり，f(x)は

狭義単調減少である．十分小さい ε > 0に対し，f (0 − ε) < f(0)，f (0 + ε) < f(0)が成り立つので，

f(x)は x = 0において極大である．また，f
(4

3 − ε
)

> f
(4

3

)
，f
(4

3 + ε
)

> f
(4

3

)
が成り立つので，

f(x)は x = 4
3 において極小である．よって，f(x)は x = 0,

4
3 において極値をもつ．

（ 1） f(x)は x = 0において極値をもつ．x = 0において最大である．x → −∞としたとき，f(x)の
値は限りなく小さくなるので，最小は存在しない．

（ 2） f(x)は x = 0,
4
3 において極値をもつ．f(2) = 8 − 8 = 0は f(0) = 0と一致するので，x = 0にお

いて最大である．x → −∞としたとき，f(x)の値は限りなく小さくなるので，最小は存在しない．

（ 3） f(x)は x = 0,
4
3 において極値をもつ．f(3) = 27 − 18 = 9 > 0は f(0) = 0より大きいため，
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x = 0において最大ではない．また，x = 3は I に含まれていない．よって，最大は存在しない．

x → −∞としたとき，f(x)の値は限りなく小さくなるので，最小も存在しない．

（ 4） f(x)は x = 0,
4
3 において極値をもつ．f(3) = 27 − 18 = 9 > 0は f(0) = 0より大きいため，

x = 3において最大である．x → −∞としたとき，f(x)の値は限りなく小さくなるので，最小は
存在しない．

5. f ′(x) = (x3)′(x − 1)3 + x3((x − 1)3)′ = 3x2(x − 1)3 + x3 3(x − 1)2 = 3x2(x − 1)2(2x − 1) = 0

より，x = 0,
1
2 , 1において f ′(x) = 0となる．f(x)は x ≤ 1

2 のとき f ′(x) ≤ 0より単調減少であり，

x ≥ 1
2 のとき f ′(x) ≥ 0より単調増加である．よって，x = 1

2 のとき f(x)は最小である．特に，f(x)

は x = 1
2 のとき極小であり，極大は存在しない．x → ∞としたとき，f(x)の値は限りなく大きくなる

ので，最大は存在しない．

6. f(x)は狭義単調増加なので，任意の a, b ∈ Iに対し，a < bならば f(a) < f(b)が成り立つ．また，a ≥ b

ならば f(a) ≥ f(b)となることから，f(a) < f(b)ならば a < bである．よって，a < bであることと

f(a) < f(b)であることは同値である．p = f(a), q = f(b) とおくと，f−1(p) < f−1(q)であることと
p < qであることが同値となる．よって，逆関数 f−1 は狭義単調増加である．

f(x)は狭義単調減少とすると，任意の a, b ∈ I に対し，a < bならば f(a) > f(b)が成り立つ．また，
a ≥ bならば f(a) ≤ f(b)となることから，f(a) > f(b)ならば a < bである．よって，a < bであるこ

とと f(a) > f(b)であることは同値である．p = f(a), q = f(b) とおくと，f−1(p) > f−1(q)であるこ
とと p < qであることが同値となる．よって，逆関数 f−1 は狭義単調減少である．

7. （ 1） lim
x→0

1 − cos x

x
= lim

x→0

sin x

1 = 0

（ 2） lim
x→0

log(1 + x)
x

= lim
x→0

1
1+x

1 = 1

（ 3） lim
x→0

ex − 1
x

= lim
x→0

ex

1 = 1

（ 4） lim
x→0

ex − x − 1
x2 = lim

x→0

ex − 1
2x

= lim
x→0

ex

2 = 1
2

8. lim
x→0

log(1 + x)
1 + x

= 0の分母は x = 0において 0にならないため，ロピタルの定理の条件を満たしてい

ない．

問題 3.3
1. （ 1） (xex)′′ = (ex + xex)′ = ex + ex + xex = (x + 2)ex

（ 2） (xe−x)′′ = (e−x − xe−x)′ = −e−x − e−x + xe−x = (x − 2)e−x

（ 3） (x log x)′′ = (log x + 1)′ = 1
x

（ 4） x log 1
x

= x log x−1 = −x log xより，
(

x log 1
x

)′′
= − 1

x

（ 5） (x sin x)′′ = (sin x + x cos x)′ = cos x + cos x − x sin x = 2 cos x − x sin x

（ 6） (x cos x)′′ = (cos x − x sin x)′ = − sin x − sin x − x cos x = −2 sin x − x cos x

（ 7）
(

ex

x

)′′

=
(

xex − ex

x2

)′

= (xex − ex)′ x2 − (xex − ex) 2x

x4

= (ex + xex − ex)x − 2(xex − ex)
x3 = (x2 − 2x + 2)ex

x3

（ 8）
(

e−x

x

)′′

=
(

−xe−x − e−x

x2

)′

= (−xe−x − e−x)′x2 − (−xe−x − e−x) 2x

x4

= (−e−x + xe−x + e−x)x + 2(xe−x + e−x)
x3 = (x2 + 2x + 2)e−x)

x3

（ 9）
(

log x

x

)′′

=
(

1 − log x

x2

)′

=
− 1

x x2 − (1 − log x) 2x

x4 = −3 + 2 log x

x3
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（10）
( sin x

x

)′′
=
(

x cos x − sin x

x2

)′
= (x cos x − sin x)′x2 − (x cos x − sin x) 2x

x4

= (cos x − x sin x − cos x)x − 2(x cos x − sin x)
x3 = −(x2 − 2) sin x − 2x cos x

x3

（11）
(cos x

x

)′′
=
(−x sin x − cos x

x2

)′
= (−x sin x − cos x)′x2 − (−x sin x − cos x) 2x

x4

= (− sin x − x cos x + sin x)x + 2(x sin x + cos x)
x3 = 2x sin x + (2 − x2) cos x

x3

（12） (ex sin x)′ = ex sin x + ex cos x = ex(sin x + cos x)より，(ex sin x)′′ = (ex(sin x + cos x))′ =
ex(sin x + cos x) + ex(cos x − sin x) = 2ex cos x

（13） (ex log x)′ = ex log x + ex 1
x

= ex
( 1

x
+ log x

)
より，(ex log x)′′ =

(
ex
( 1

x
+ log x

))′
=

ex
( 1

x
+ log x

)
+ ex

(
− 1

x2 + 1
x

)
= ex

( 2
x

− 1
x2 + log x

)
（14） (tan x)′′ =

( 1
cos2 x

)′
= ((cos x)−2)′ = −2(cos x)−3(cos x)′ = −2(cos x)−3(− sin x) =

2 sin x

cos3 x

（15）
(cos x

sin x

)′
= − sin2 x − cos2 x

sin2 x
= −1

sin2 x
より，

(cos x

sin x

)′′
=
( −1

sin2 x

)′
= −((sin x)−2)′ =

2(sin x)−3(sin x)′ = 2 cos x

sin3 x

（16） (
√

x)′′ =
(1

2x− 1
2

)′
= 1

2

(
−1

2

)
x− 3

2 = −1
4x− 3

2

2. 定理 3.3.1より，2次導関数の値が正であることを示せばよい．
（ 1） (x2)′′ = (2x)′ = 2 > 0
（ 2） (ex)′′ = (ex)′ = ex > 0
（ 3） (e−x)′′ = (−e−x)′ = e−x > 0

（ 4）
(

log 1
x

)′′
= (− log x)′′ =

(
− 1

x

)′
= 1

x2 > 0

（ 5）
(

1√
x

)′′

=
(

x− 1
2

)′′
=
(

− 1
2 x− 3

2

)′
= 1

2
3
2 x− 5

2 = 3
4 x− 5

2 > 0

（ 6）
(

x
3
2

)′′
=
(

3
2 x

1
2

)′
= 3

2
1
2 x− 1

2 = 3
4 x− 1

2 > 0

3. 定理 3.3.1より，2次導関数の値が負であることを示せばよい．
（ 1） (−x2)′′ = (−2x)′ = −2 < 0

（ 2） (log x)′′ =
( 1

x

)′
= − 1

x2 < 0

（ 3） (
√

x)′′ =
(

x
1
2

)′′
=
(

1
2 x− 1

2

)′
= 1

2

(
− 1

2

)
x− 3

2 = − 1
4 x− 3

2 < 0

（ 4）
(

x
2
3

)′′
=
(2

3x− 1
3

)′
= 2

3

(
−1

3

)
x− 4

3 = −2
9x− 4

3 < 0

4. ( 1 ) (x3 − 3x + 1)′ = 3x2 − 3 = 3(x − 1)(x + 1), (x3 − 3x + 1)′′ = 6xより，増減表は次の左図の

ようになる．x = −1, 1のとき極値であり，x = 0のとき変曲点となる．

x −1 0 1
f ′(x) + 0 − − − 0 +
f ′′(x) − − − 1 + + +
f(x) 3 −1

-3 -2 -1 1 2 3

-4

-2

2

4

関数のグラフは上の右図のようになる．x = −1のとき極大．x = 1のとき極小．最大，最小は存在し
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ない．

( 2 ) (x4 − 4x3 + 8x)′ = 4x3 − 12x2 + 8 = 4(x − 1)(x − (1 −
√

3))(x − (1 +
√

3))), (x4 − 4x3 + 8x)′′ =
12x2 − 24x = 12x(x − 2)より，増減表は次のようになる．x = 1 −

√
3, 1, 1 +

√
3のとき極値であり，

x = 0, 2のときに変曲点となる．

x 1 −
√

3 0 1 2 1 +
√

3
f ′(x) − 0 + + + 0 − − − 0 +
f ′′(x) + + + 0 − − − 0 + + +
f(x) −4 0 5 0 −4

関数のグラフは下図のようになる．x = 1のとき極大．最大は存在しない．x = 1 ±
√

3のとき極小かつ
最小．

-2 2 4

-5

5

10

( 3 ) (x4 − 4x3)′ = 4x3 − 12x2 = 4x2(x − 3), (x4 − 4x3)′′ = 12x2 − 24x = 12x(x − 2)より，増減表は
次の左図のようになる．x = 3のとき極値であり，x = 0, 2のときに変曲点となる．

x 0 2 3
f ′(x) − 0 − − − 0 +
f ′′(x) + 0 − 0 + + +
f(x) 0 −16 −27

-2 -1 1 2 3 4 5

-30

-20

-10

10

20

関数のグラフは上の右図のようになる．極大，最大は存在しない．x = 3のとき極小かつ最小．
5. ( 1 ) (xex)′ = ex + xex = (x + 1)ex, (xex)′′ = ex + (x + 1)ex = (x + 2)exより，増減表は次の左図

のようになる．x = −1のとき極値であり，x = −2のとき変曲点となる．

x −2 −1
f ′(x) − − − 0 +
f ′′(x) − 0 + + +
f(x) −2e−2 −e−1

-5 -4 -3 -2 -1 1 2

-0.5

0.5

1.0

1.5

2.0

x = −tとおくと， lim
x→−∞

xex = lim
t→∞

−t

et
= 0．また， lim

x→∞
xex = ∞である．よって，関数のグラフ

は上の右図のようになる．極大，最大は存在しない．x = −1のとき極小かつ最小．
( 2 ) (xe−x)′ = e−x − xe−x = (1 − x)e−x, (xe−x)′′ = −e−x − (1 − x)e−x = (x − 2)e−x より，増減表

は次の左図のようになる．x = 1のとき極値であり，x = 2のとき変曲点となる．
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x 1 2
f ′(x) + 0 − − −
f ′′(x) − − − 0 +
f(x) e−1 2e−2

-2 -1 1 2 3 4 5

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

lim
x→−∞

xe−x = −∞, lim
x→∞

xe−x = 0である．よって，関数のグラフは上の右図のようになる．x = 1の

とき極大かつ最大．極小，最小は存在しない．

( 3 ) (x(x − 2)ex)′ = ((x2 − 2x)ex)′ = (2x − 2)ex + (x2 − 2x)ex = (x2 − 2)ex, (x(x − 2)ex)′′ =
2xex + (x2 − 2)ex = (x2 + 2x − 2)exより，増減表は次のようになる．f(x)の欄は小数点以下 2桁の近
似値を書いている．x = ±

√
2のとき極値であり，x = −1 ±

√
3のとき変曲点となる．

x −1 −
√

3 −
√

2 −1 +
√

3
√

2
f ′(x) + + + 0 − − − 0 +
f ′′(x) + 0 − − − 0 + + +
f(x) 0.84 1.17 −1.93 −3.41

x = −tとおくと， lim
x→−∞

x(x − 2)ex = lim
t→∞

−t(−t − 2)
et

= 0．また， lim
x→∞

x(x − 2)ex = ∞である．

よって，関数のグラフは下図のようになる．x = −
√

2のとき極大．最大はなし．x =
√

2のとき極小か
つ最小．

-6 -4 -2 2 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

( 4 )
(

log x

x

)′

= 1 − log x

x2 ,
(

log x

x

)′′

= −x − 2x(1 − log x)
x4 = −3 + 2 log x

x3 より，増減表は次の左図

のようになる．x = eのとき極値であり，x = e
3
2 のとき変曲点となる．

x 0 e e
3
2

f ′(x) + 0 − − −
f ′′(x) − − − 0 +
f(x) e−1 3

2 e− 3
2

2 4 6 8

-1.0

-0.5

0.5

x = e−t とおくと， lim
x→0+0

log x

x
= lim

t→∞
(−tet) = −∞．また，x = et とおくと， lim

x→∞

t

et
= 0である．

よって，関数のグラフは上の右図のようになる．x = eのとき極大かつ最大．極小，最小は存在しない．

( 5 )
(

x

x2 + 1

)′
= (x2 + 1) − 2x2

(x2 + 1)2 = 1 − x2

(x2 + 1)2 ,
(

x

x2 + 1

)′′
= −2x(x2 + 1)2 − 4x(1 − x2)(x2 + 1)

(x2 + 1)4 =

−2x3 − 2x − 4x + 4x3

(x2 + 1)3 = 2x(x2 − 3)
(x2 + 1)3 より，増減表は次のようになる．x = ±1 のとき極値であり，
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x = 0, ±
√

3のとき変曲点となる．

x −
√

3 −1 0 1
√

3
f ′(x) − − − 0 + + + 0 − − −
f ′′(x) − 0 + + + 0 − − − 0 +
f(x) −

√
3

4 − 1
2 0 1

2

√
3

4

lim
x→−∞

x

x2 + 1 = lim
x→−∞

1
x + 1

x

= 0, lim
x→∞

x

x2 + 1 = lim
x→∞

1
x + 1

x

= 0 より，関数のグラフは下図のよ

うになる．x = 1のとき極大かつ最大．x = −1のとき極小かつ最小．

-6 -4 -2 2 4 6

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

( 6 )
(

x2

x2 + 1

)′

= 2x(x2 + 1) − 2x3

(x2 + 1)2 = 2x

(x2 + 1)2 ,(
x2

x2 + 1

)′′

= 2(x2 + 1)2 − 8x2(x2 + 1)
(x2 + 1)4 = 2(x2 + 1) − 8x2

(x2 + 1)3 = 2(1 − 3x2)
(x2 + 1)3 より，増減表は次の左図

のようになる．x = 0のとき極値であり，x = ± 1√
3 のとき変曲点となる．

x − 1√
3 0 1√

3

f ′(x) − − − 0 + + +
f ′′(x) − 0 + + + 0 −
f(x) 1

4 0 1
4

-6 -4 -2 2 4 6

0.5

1.0

lim
x→−∞

x2

x2 + 1 = lim
x→−∞

1
1 + 1

x2

= 1, lim
x→∞

x2

x2 + 1 = lim
x→∞

1
1 + 1

x2

= 1 より，関数のグラフは上の右

図のようになる．極大，最大は存在しない．x = 0のとき極小かつ最小．

6. f ′(x) = 2xより，数列 {an}は漸化式 an+1 = an − a2
n − 2
2an

により定まる． lim
n→∞

an = aとすると，

n → ∞としたとき，漸化式より a = a − a2 − 2
2a

が得られる．これを解くと，a = ±
√

2となる．ここで，

第 n項 an が正であると仮定すると，an+1 = an − a2
n − 2
2an

= a2
n + 2
2an

> 0より，第 n + 1項も正であ

る．したがって，初項 a0は正であることから，任意の nに対して an > 0が成り立つ．よって，a =
√

2
である．

問題 3.4
1. （ 1） f(x) = e−x とおくと，f ′(x) = −e−x, f ′′(x) = e−x, f (3)(x) = −e−x, f (4)(x) = e−x

（ 2） f(x) = sin xとおくと，f ′(x) = cos x, f ′′(x) = − sin x, f (3)(x) = − cos x, f (4)(x) = sin x

（ 3） f(x) = cos xとおくと，f ′(x) = − sin x, f ′′(x) = − cos x, f (3)(x) = sin x, f (4)(x) = cos x

（ 4） f(x) = sin2 xとおくと，f ′(x) = 2 sin x cos x = sin 2x, f ′′(x) = 2 cos 2x, f (3)(x) = −4 sin 2x,
f (4)(x) = −8 cos 2x

2. （ 1） f(x) = x3 とおくと，f ′(x) = 3x2, f ′′(x) = 6x, f (3)(x) = 6, f (4)(x) = f (5)(x) = 0
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（ 2） f(x) = x5 とおくと，f ′(x) = 5x4, f ′′(x) = 20x3, f (3)(x) = 60x2, f (4)(x) = 120x, f (5)(x) =
120

（ 3） f(x) = x7 とおくと，f ′(x) = 7x6, f ′′(x) = 42x5, f (3)(x) = 210x4, f (4)(x) = 840x3,
f (5)(x) = 2520x2

（ 4） f(x) = (x + 1)7 とおくと，f ′(x) = 7(x + 1)6, f ′′(x) = 42(x + 1)5, f (3)(x) = 210(x + 1)4,
f (4)(x) = 840(x + 1)3, f (5)(x) = 2520(x + 1)2

3. （ 1） f(x) = ex とおくと，f (n)(x) = ex

（ 2） f(x) = e2x とおくと，f (n)(x) = 2ne2x

（ 3） f(x) = e−x とおくと，f (n)(x) = (−1)ne−x

（ 4） f(x) = xe−x とおくと，f ′(x) = (1 − x)e−x, f ′′(x) = (x − 2)e−x, f (3)(x) = (3 − x)e−x

より，f (n)(x) = (−1)n(x − n)e−x と予想できる．これを数学的帰納法により証明する．n = 0
のとき，f (0)(x) = (−1)0(x − 0)e−x = xe−x より式は成立する．n = k において f (k)(x) =
(−1)k(x − k)e−x が成り立つと仮定すると，

f (k+1)(x) = (f (k)(x))′ = ((−1)k(x − k)e−x)′

= (−1)k(e−x − (x − k))e−x = (−1)k+1(x − (k + 1))e−x

より n = k + 1のときの式が従う．よって，f (n)(x) = (−1)n(x − n)e−x である．

4. （ 1） f(x) = 1
x
とおく．n = 0のとき，f (0)(x) = (−1)00!

x0+1 = 1
x
より式は成立する．n = kにおいて

f (k)(x) = (−1)kk!
xk+1 が成り立つと仮定すると，

f (k+1)(x) = (f (k)(x))′ =
(

(−1)kk!
xk+1

)′

= (−1)kk!−(k + 1)
xk+2

= (−1)k+1(k + 1)!
xk+2

より n = k + 1のときの式が従う．よって， dn

dxn

1
x

= (−1)nn!
xn+1 である．

（ 2） f(x) = sin xとおく．n = 0のとき，f (0)(x) = (−1)0 sin x = sin xより式は成立する．n = 2k

において f (2k)(x) = (−1)k sin xが成り立つと仮定すると，

f (2k+1)(x) = (f (2k)(x))′ =
(
(−1)k sin x

)′ = (−1)k cos x

より n = 2k + 1 のときの主張の式が成り立つ．また，n = 2k − 1 において f (2k−1)(x) =
(−1)k−1 cos xが成り立つと仮定すると，

f (2k)(x) = (f (2k−1)(x))′ =
(
(−1)k−1 cos x

)′ = (−1)k sin x

より n = 2kのときの主張の式が成り立つ．よって，

dn

dxn
sin x =

(−1)k−1 cos x n = 2k − 1

(−1)k sin x n = 2k

が成り立つ．

（ 3） f(x) = cos xとおく．n = 0のとき，f (0)(x) = (−1)0 cos x = cos xより式は成立する．n = 2k

において f (2k)(x) = (−1)k cos xが成り立つと仮定すると，

f (2k+1)(x) = (f (2k)(x))′ =
(
(−1)k cos x

)′ = (−1)k+1 sin x

よりn = 2k+1のときの主張の式が成り立つ．また，n = 2k−1においてf (2k−1)(x) = (−1)k sin x

が成り立つと仮定すると，

f (2k)(x) = (f (2k−1)(x))′ =
(
(−1)k sin x

)′ = (−1)k cos x
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より n = 2kのときの主張の式が成り立つ．よって，

dn

dxn
cos x =

(−1)k sin x n = 2k − 1

(−1)k cos x n = 2k

が成り立つ．

5. （ 1） (e−x sin x)′′ = 2C0(e−x)′′ sin x + 2C1(e−x)′ (sin x)′ + 2C2e−x(sin x)′′

= e−x sin x − 2e−x cos x − e−x sin x = −2e−x cos x

（ 2）
( 1

x
log x

)′′
= 2C0

( 1
x

)′′
log x + 2C1

( 1
x

)′
(log x)′ + 2C2

1
x

(log x)′′

= 2
x3 log x + 2

(
− 1

x2

) 1
x

+ 1
x

(
− 1

x2

)
= 2

x3 log x − 3
x3

6. 1 ≤ k ≤ ℓのとき，ℓCk−1+ℓCk = ℓ!
(k − 1)! (ℓ − k + 1)!+

ℓ!
k! (ℓ − k)! = ℓ! k

k! (ℓ − k + 1)!+
ℓ!(ℓ − k + 1)

k! (ℓ − k + 1)! =

(ℓ + 1)!
k! (ℓ + 1 − k)! = ℓ+1Ck が成り立つ．

余談：まず，{1C0, 1C1}を考える．一般に nC0 = nCn = 1が成り立つので，1C0 = 1C1 = 1であるこ
とはすぐに分かる．次に，{2C0, 2C1, 2C2}を考える．同様に 2C0 = 2C2 = 1はすぐに分かる．2C1 は

問題 3.4.6の等式 ℓCk−1 + ℓCk = ℓ+1Ckを使うと，2C1 = 1C0 + 1C1 = 1 + 1 = 2のように得ることが
できる．さらに，{3C0, 3C1, 3C2, 3C3}を考える．先程と同様に 3C0 = 3C3 = 1はすぐに分かる．残り
の 2つについては，問題 3.4.6の等式 ℓCk−1 + ℓCk = ℓ+1Ckを使うと，3C1 = 2C0 + 2C1 = 1 + 2 = 3,
3C2 = 2C1 + 2C2 = 2 + 1 = 3のように得ることができる．これらの計算結果を並べると，

1
↙ ↘

1 1
↙ ↘ ↙ ↘

1 2 1
↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘

1 3 3 1

のようになる．図を見ると，矢印の沿って上段の数字の和を計算することで，次の段の nCk たちの値が

求まることが分かる．これが問題 3.4.6の等式の意味である．もう一段増やすと

1
↙ ↘

1 1
↙ ↘ ↙ ↘

1 2 1
↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘

1 3 3 1
↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘ ↙ ↘

1 4 6 4 1

となる．つまり，4C0 = 1, 4C1 = 4, 4C2 = 6, 4C3 = 4, 4C4 = 1である．これを利用すると，例えば
展開式 (x + 1)4 = x4 + 4x3 + 6x2 + 4x + 1を簡単に書き下すことができる．

7. n = 1のとき，積の微分の公式（定理 3.1.7 ( 3 )）そのものであり，主張は従う．n = ℓのときに主張が

成り立つと仮定する．このとき，

dℓ+1

dxℓ+1 (f(x)g(x)) = d

dx

(
ℓ∑

k=0
ℓCkf (ℓ−k)(x)g(k)(x)

)
=

ℓ∑
k=0

ℓCk
d

dx

(
f (ℓ−k)(x)g(k)(x)

)

=
ℓ∑

k=0
ℓCk

(
f (ℓ−k+1)(x)g(k)(x) + f (ℓ−k)(x)g(k+1)(x)

)
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=
ℓ∑

k=0
ℓCkf (ℓ−k+1)(x)g(k)(x) +

ℓ∑
k=0

ℓCkf (ℓ−k)(x)g(k+1)(x)

=
ℓ∑

k=0
ℓCkf (ℓ−k+1)(x)g(k)(x) +

ℓ+1∑
k=1

ℓCk−1f (ℓ−k+1)(x)g(k)(x)

= ℓC0f (ℓ+1)(x)g(0)(x) +
ℓ∑

k=1

(ℓCk + ℓCk−1)f (ℓ−k+1)(x)g(k)(x)

+ ℓCℓf (0)(x)g(ℓ+1)(x) =
ℓ+1∑
k=0

ℓ+1Ckf (ℓ+1−k)(x)g(k)(x)

より，n = ℓ + 1のときの式が成り立つ．（最後の等号では ℓC0 = ℓ+1C0，ℓCℓ = ℓ+1Cℓ+1 および問題

3.4.6 の等式を使っている．）よって，数学的帰納法により主張が従う．
8. x > 0のとき，k = 0, 1, 2, . . . , n + 1について，

f (k)(x) = (n + 1)n(n − 1)(n − 2) · · · (n − k + 2)xn+1−k

が成り立つ．特に，k ≤ nのとき lim
x→0+0

f (k)(x) = lim
x→0−0

f (k)(x) = 0が成り立つので，f(x)は Cn 級

関数である．一方，k = n + 1のときは，f (n+1)(x) = (n + 1)!より lim
x→0+0

f (n+1)(x) = (n + 1)!とな

るが，これは lim
x→0−0

f (n+1)(x) = 0とは一致しない．よって，f(x)は Cn+1 級関数ではない．

問題 3.5

1. （ 1） f(x) = log(1 + x)とおくと，f ′(x) = 1
1 + x

, f ′′(x) = −1
(1 + x)2 , f (3)(x) = 2

(1 + x)3 である．

よって，

3∑
k=0

1
k!f

(k)(0)xk = 1
0! log 1 + 1

1!
1
1x + 1

2!
−1
12 x2 + 1

3!
2
13 x3 = x − 1

2x2 + 1
3x3

（ 2） f(x) = e2x とおくと，f ′(x) = 2e2x, f ′′(x) = 4e2x, f (3)(x) = 8e2x である．よって，

3∑
k=0

1
k!f

(k)(0)xk = 1
0!e

0 + 1
1!2e0x + 1

2!4e0x2 + 1
3!8e0x3 = 1 + 2x + 2x2 + 4

3x3

（ 3） f(x) = sin(x2) とおくと，f ′(x) = 2x cos(x2), f ′′(x) = 2 cos(x2) − 4x2 sin(x2), f (3)(x) =
−4x sin(x2) − 8x sin(x2) − 8x3 cos(x2) = −12x sin(x2) − 8x3 cos(x2) である．よって，

3∑
k=0

1
k!f

(k)(0)xk = 1
0! sin 0 + 1

1! 0 x + 1
2! (2 cos 0 − 0)x2 + 1

3! 0 x3 = 0 + 0 + x2 + 0 = x2

（ 4） f(x) = 1
1 − x

とおくと，f ′(x) = 1
(1 − x)2 , f ′′(x) = 2

(1 − x)3 , f (3)(x) = 6
(1 − x)4 である．

よって，

3∑
k=0

1
k!f

(k)(0)xk = 1
0!

1
1 + 1

1!
1
1x + 1

2!
2
1x2 + 1

3!
6
1x3 = 1 + x + x2 + x3

2. （ 1） f(x) = x3 とおくと，f ′(x) = 3x2, f ′′(x) = 6x, f (3)(x) = 6である．よって，
3∑

k=0

1
k!f

(k)(1)(x − 1)k = 1
0!1 + 1

1!3(x − 1) + 1
2!6(x − 1)2 + 1

3!6(x − 1)3

= 1 + 3(x − 1) + 3(x − 1)2 + (x − 1)3
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（ 2） f(x) = x5 とおくと，f ′(x) = 5x4, f ′′(x) = 20x3, f (3)(x) = 60x2 である．よって，

3∑
k=0

1
k!f

(k)(1)(x − 1)k = 1
0!1 + 1

1!5(x − 1) + 1
2!20(x − 1)2 + 1

3!60(x − 1)3

= 1 + 5(x − 1) + 10(x − 1)2 + 10(x − 1)3

（ 3） f(x) = log xとおくと，f ′(x) = 1
x

, f ′′(x) = − 1
x2 , f (3)(x) = 2

x3 である．よって，

3∑
k=0

1
k!f

(k)(1)(x − 1)k = 1
0! log 1 + 1

1!
1
1(x − 1) + 1

2!

(
−1

1

)
(x − 1)2 + 1

3!
2
1(x − 1)3

= (x − 1) − 1
2(x − 1)2 + 1

3(x − 1)3

（ 4） f(x) = 1
x
とおくと，f ′(x) = − 1

x2 , f ′′(x) = 2
x3 , f (3)(x) = − 6

x4 である．よって，

3∑
k=0

1
k!f

(k)(1)(x − 1)k = 1
0!1 − 1

1!
1
1(x − 1) + 1

2!
2
1(x − 1)2 − 1

3!
6
1(x − 1)3

= 1 − (x − 1) + (x − 1)2 − (x − 1)3

3. g(t)の式に t = aを代入すると，右辺はテーラーの定理の式の右辺そのものであることが確認できる．よっ

て，Rn = f (n)(ξ)
n! (x − a)nを満たす ξ ∈ (a, x)が存在することを示せばよい．g(x) = f(x) = g(a)が成

り立つので，[a, x]上の関数 g(t)にロルの定理（定理 3.2.5）を用いると，g′(ξ) = 0を満たす ξ ∈ (a, x)
が存在する．変数 tで微分すると，

g′(t) = f ′(t) +
n−1∑
k=1

(
f (k+1)(t)

k! (x − t)k − f (k)(t)
(k − 1)! (x − t)k−1

)
− Rn

n(x − t)n−1

(x − a)n

= f ′(t) + f (n)(t)
(n − 1)! (x − t)n−1 − f ′(t) − Rn

n(x − t)n−1

(x − a)n

= f (n)(t)
(n − 1)! (x − t)n−1 − Rn

n(x − t)n−1

(x − a)n

より，
f (n)(ξ)
(n − 1)! (x − ξ)n−1 = Rn

n(x − ξ)n−1

(x − a)n
となる．よって，Rn = f (n)(ξ)

n! (x − a)n が成り立つ．

4. ĝ(t)の式に t = aを代入すると，右辺はテーラーの定理の式の右辺そのものであることが確認できる．よって，

Rn = f (n)(ξ̂)
n! (x− x̂)n−1(x−a)を満たす ξ̂ ∈ (a, x)が存在することを示せばよい．ĝ(x) = f(x) = ĝ(a)

が成り立つので，[a, x]上の関数 ĝ(t)にロルの定理（定理 3.2.5）を用いると，̂g′(ξ̂) = 0を満たす ξ̂ ∈ (a, x)
が存在する．変数 tで微分すると，

ĝ′(t) = f ′(t) +
n−1∑
k=1

(
f (k+1)(t)

k! (x − t)k − f (k)(t)
(k − 1)! (x − t)k−1

)
− Rn

x − a

= f ′(t) + f (n)(t)
(n − 1)! (x − t)n−1 − f ′(t) − Rn

x − a

= f (n)(t)
(n − 1)! (x − t)n−1 − Rn

x − a

より，
f (n)(ξ̂)
(n − 1)! (x − ξ̂)n−1 = Rn

x − a
となる．よって，Rn = f (n)(ξ̂)

(n − 1)! (x − ξ̂)n−1(x − a)が成り立つ．
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5. （ 1） 問題 3.4.4 ( 2 ) より，n = 2ℓ − 1 のとき， dn

dxn
sin x = (−1)ℓ−1 cos x が成り立つ．よって，

Rn = (−1)ℓ−1 cos ξ

n! (x − a)n は，ℓ = 2k − 1のときは正，ℓ = 2kのときは負である．

（ 2） テーラーの定理より，sin x = x − 1
6x3 + R5 と書ける．( 1 )よりR5 > 0であり，

sin x = x − 1
6x3 + R5 > x − 1

6x3

が成り立つ．次に，n = 3 のときのテーラーの定理を使うと，sin x = x + R3 と書ける．( 1 )よ
りR3 < 0であり，sin x = x + R3 < xが成り立つ．

（ 3） n = 9 のときのテーラーの定理を使うと，x − x3

3! + x5

5! − x7

7! + R9 と書ける．( 1 )よりR9 > 0

であり，

sin x > x − x3

3! + x5

5! − x7

7!

が成り立つ．次に，n = 7 のときのテーラーの定理を使うと，x − x3

3! + x5

5! + R7 と書ける．( 1 )

よりR7 < 0であり，sin x < x − x3

3! + x5

5! が成り立つ．

問題 4.1

1. （ 1） 1
3x3 + 1

2x2 + C

（ 2）
∫

x2(x + 3) dx =
∫

(x3 + 3x2)dx = 1
4x4 + x3 + C

（ 3） log |x| + C

（ 4） − cos x + C

（ 5） sin x + C

（ 6） −e−x + C

（ 7） − 1
x

+ C

（ 8）
∫

x2 + 2
x3 dx =

∫ ( 1
x

+ 2
x3

)
dx = log |x| − 1

x2 + C

（ 9）
∫

x3 − 2√
x

dx =
∫ (

x
5
2 − 2x− 1

2

)
dx = 2

7x
7
2 − 4x

1
2 + C

2. ( 1 )∼( 6 )は置換積分法（定理 4.1.8）を用いて計算する．( 1 ), ( 2 ) くらいだと，積分の式から原始関
数を直接見つけて，答えだけ書くことの方が多い．( 7 )∼( 9 )は部分積分法（定理 4.1.12）を用いて計算
する．

（ 1） t = x + 1とおくと，dt = dxより，

∫
(x + 1)9 dx =

∫
t9 dt = 1

10 t10 + C = 1
10(x + 1)10 + C

（ 2） t = 2x+1とおくと，dt = 2dxより，

∫
(2x+1)9 dx =

∫
t9 dt

2 = 1
2

1
10 t10 +C = 1

20(2x+1)10

（ 3） t = x2 + 1とおくと，dt = 2xdxより，

∫
2x

x2 + 1 dx =
∫

1
t

dt = log |t| + C = log(x2 + 1) + C

（ 4） t = −x2とおくと，dt = −2xdxより，

∫
xe−x2

dx =
∫

et
(

−1
2

)
dt = −1

2et+C = −1
2e−x2

+C

（ 5） t = 2xとおくと，dt = 2dxより，

∫
sin2 x dx =

∫
1 − cos 2x

2 dx =
∫

1 − cos t

2
dt

2 = 1
4(t −

sin t) + C = 1
2x − 1

4 sin 2x + C

（ 6） t = sin xとおくと，dt = cos x dxより，

∫
cos3 x dx =

∫
(1− sin2 x) cos x dx =

∫
(1− t2)dt =
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t − 1
3 t3 + C = sin x − 1

3 sin3 x + C

（ 7）
∫

x sin x dx = x(− cos x) −
∫

(− cos x)dx = −x cos x + sin x + C

（ 8）
∫

x2e−x dx = x2(−e−x) −
∫

2x(−e−x)dx = x2(−e−x) −
(

2xe−x −
∫

2e−x dx

)
= −x2e−x − 2xe−x − 2e−x + C = −(x2 + 2x + 2)e−x + C

（ 9）
∫

x2 log |x| dx = 1
3x3 log |x| −

∫
1
3x3(log |x|)′ dx = 1

3x3 log |x| −
∫

1
3x2 dx

= 1
3x3 log |x| − 1

9x3 + C

3. （ 1）
∫ 2

1
x4 dx =

[1
5x5
]2

1
= 1

5(25 − 15) = 31
5

（ 2）
∫ π/2

0
sin x dx =

[
− cos x

]π/2

0
= − cos π

2 + cos 0 = 1

（ 3）
∫ π/4

0

1
cos2 x

dx =
[

tan x
]π/4

0
= tan π

4 − tan 0 = 1

（ 4）
∫ 1

0
xex dx =

[
xex
]1

0
−
∫ 1

0
ex dx = e − 0 −

[
ex
]1

0
= e − (e − 1) = 1

（ 5）
∫ π/2

0
x sin x dx =

[
x(− cos x)

]π/2

0
−
∫ π/2

0
(− cos x)dx = 0 − 0 +

[
sin x

]π/2

0

= sin π

2 − sin 0 = 1

（ 6）
∫ e

1
log x dx =

∫ e

1
1 · log x dx =

[
x log x

]e

1
−
∫ e

1
x

1
x

dx = e − 0 −
∫ e

1
dx = e −

[
x
]e

1
=

e − (e − 1) = 1
（ 7） t = 2x − 1とおくと，dt = 2dxであり，変数 xにおける積分範囲 [1, 2]は，変数 tにおいては [1, 3]

となる．よって，

∫ 2

1
(2x − 1)3 dx =

∫ 3

1
t3 dt

2 = 1
2

[1
4 t4
]3

1
= 1

8(34 − 14) = 81 − 1
8 = 10

（ 8） t = x4 + 1とおくと，dt = 4x3dxであり，変数 xにおける積分範囲 [0, 1]は，変数 tにおいては

[1, 2]となる．よって，
∫ 1

0

x3

x4 + 1 dx =
∫ 2

1

1
t

dt

4 =
[1

4 log t
]2

1
= 1

4(log 2 − log 1) = 1
4 log 2

（ 9） t = 2xとおくと，dt = 2dxであり，変数 xにおける積分範囲
[
0,

π

2

]
は，変数 tにおいては [0, π]

となる．よって，

∫ π/2

0
cos2 x dx =

∫ π/2

0

1 + cos 2x

2 dx =
∫ π

0

1 + cos t

2
dt

2 = 1
4

[
t + sin t

]π

0
=

1
4((π + sin π) − (0 + sin 0)) = π

4
4. 部分積分を 2回行うと，

I =
∫

ex cos x dx = ex sin x −
∫

ex sin x dx = ex sin x −
(

ex(− cos x) −
∫

ex(− cos x) dx

)

= ex sin x + ex cos x −
∫

ex cos x dx = ex sin x + ex cos x − I

となる．よって，I = 1
2(ex sin x + ex cos x) + C

5. 不等式 (tf(x) + g(x))2 = (f(x))2t2 + 2f(x)g(x)t + (g(x))2 ≥ 0を xについて積分すると，定理 4.1.7
より，不等式

t2
∫ b

a

(f(x))2 dx + 2t

∫ b

a

f(x)g(x) dx +
∫ b

a

(g(x))2 dx ≥ 0
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が得られる．これを変数 tについての 2次式と思うと，判別式が 0以下になることから，主張にある積分
型のシュワルツの不等式が従う．

問題 4.2

1. （ 1）
∫

2x + 1
x2 + 1 dx =

∫
2x

x2 + 1 dx +
∫

1
x2 + 1 dx = log(x2 + 1) + arctan x + C

（ 2） (x + 1)3

x2 + 1 = x3 + 3x2 + 3x + 1
x2 + 1 = (x3 + x) + 3(x2 + 1) + 2x − 2

x2 + 1 = x + 3 + 2x

x2 + 1 − 2
x2 + 1

より，

∫
(x + 1)3

x2 + 1 dx =
∫ (

x + 3 + 2x

x2 + 1 − 2
x2 + 1

)
dx = 1

2x2 + 3x + log(x2 + 1) −

2 arctan x + C

（ 3） 2
(x − 1)(x2 + 1) = A

x − 1 + Bx + C

x2 + 1 とおくと，

A

x − 1 + Bx + C

x2 + 1 = A(x2 + 1) + (Bx + C)(x − 1)
(x − 1)(x2 + 1) = (A + B)x2 + (C − B)x + A − C

(x − 1)(x2 + 1)

より，A + B = 0, C − B = 0, A − C = 2である．最初の 2式よりB = C = −Aなので，A = 1,
B = C = −1が得られる．よって，∫

2
(x − 1)(x2 + 1) dx =

∫ ( 1
x − 1 − x + 1

x2 + 1

)
dx

= log |x − 1| − 1
2 log(x2 + 1) − arctan x + C

= log |x − 1|√
x2 + 1

− arctan x + C

（ 4） x2 + 5
(x − 1)(x2 + x + 1) = A

x − 1 + Bx + C

x2 + x + 1 とおくと，

A

x − 1 + Bx + C

x2 + x + 1 =(A(x2 + x + 1) + (Bx + C)(x − 1)
(x − 1)(x2 + x + 1)

=(A + B)x2 + (A − B + C)x + A − C

(x − 1)(x2 + x + 1)

より，A + B = 1, A − B + C = 0, A − C = 5である．3式の和は 3A + C = 6となるので，
A = 2である．これを代入すると，B = −1, C = −3が得られる．よって，∫

x2 + 5
(x − 1)(x2 + x + 1) dx =

∫ ( 2
x − 1 − x + 3

x2 + x + 1

)
dt

= 2 log |x − 1| −
∫

1
2

(
2x + 1

x2 + x + 1 + 5(
x + 1

2

)2 + 3
4

)

= 2 log |x − 1| − 1
2

(
log |x2 + x + 1| + 5 2√

3
arctan

(
2√
3

(
x + 1

2

)))
+ C

= log |x − 1|2√
|x2 + x + 1|

− 5
√

3
3 arctan

(
2
√

3
3

(
x + 1

2

))
+ C

（ 5） x2 − 7
x3 + 1 = x2 − 7

(x + 1)(x2 − x + 1) = A

x + 1 + Bx + C

x2 − x + 1 とおくと，

A

x + 1 + Bx + C

x2 − x + 1 = A(x2 − x + 1) + (Bx + C)(x + 1)
(x + 1)(x2 − x + 1)

= (A + B)x2 + (−A + B + C)x + A + C

(x + 1)(x2 − x + 1)
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より，A + B = 1, −A + B + C = 0, A + C = −7である．最初と最後の式を足し，2つ目の
式を引くと，3A = −6より A = −2である．これを代入すると，B = 3, C = −5が得られる．
よって，∫

x2 − 7
x3 + 1 dx =

∫ ( −2
x + 1 + 3x − 5

x2 − x + 1

)
dx

= −2 log |x + 1| +
∫ (

3
2

2x − 1
x2 − x + 1 −

7
2(

x − 1
2

)2 + 3
4

)
dx

= −2 log |x + 1| + 3
2 log |x2 − x + 1| − 7

2
2√
3

arctan
(

2√
3

(
x − 1

2

))
+ C

= log |x2 − x + 1|
3
2

|x + 1|2 − 7
√

3
3 arctan

(
2
√

3
3

(
x − 1

2

))
+ C

（ 6） 4x

(x − 1)2(x2 + 1) = A

(x − 1)2 + B

x − 1 + Cx + D

x2 + 1 とおくと，

A

(x − 1)2 + B

x − 1 + Cx + D

x2 + 1 = A(x2 + 1) + B(x − 1)(x2 + 1) + (Cx + D)(x − 1)2

(x − 1)2(x2 + 1)

= (B + C)x3 + (A − B − 2C + D)x2 + (B + C − 2D)x + A − B + D

(x − 1)2(x2 + 1)

より，B + C = 0, A − B − 2C + D = 0, B + C − 2D = 4, A − B + D = 0である．最初と
3つ目の式よりD = −2であり，残りの 2式に C = −B とD = −2を代入すると，A + B = 2,
A − B = 2となり，A = 2, B = C = 0が得られる．よって，∫

4x

(x − 1)2(x2 + 1) dx =
∫ (

2
(x − 1)2 − 2

x2 + 1

)
dx = − 2

x − 1 − 2 arctan x + C

2. （ 1） t =
√

x + 4とおくと，t2 = x + 4より 2tdt = dxが得られる．よって，∫
1

x
√

x + 4
dx =

∫
1

(t2 − 4)t2t dt =
∫

2
t2 − 4 dt =

∫
1
2

( 1
t − 2 − 1

t + 2

)
dt

= 1
2(log |t − 2| − log |t + 2|) + C = 1

2 log
∣∣∣ t − 2
t + 2

∣∣∣+ C = 1
2 log

∣∣∣∣√x + 4 − 2√
x + 4 + 2

∣∣∣∣+ C

（ 2） t =
√

x − 4とおくと，t2 = x − 4より 2tdt = dxが得られる．よって，∫
1

x
√

x − 4
dx =

∫
1

(t2 + 4)t2t dt =
∫

2
t2 + 4 dt = 2 1

2 arctan t

2 + C = arctan
√

x − 4
2 + C

（ 3） t = (x + 1)
1
3 とおくと，t3 = x + 1より 3t2dt = dxが得られる．よって，∫

1
x(x + 1) 1

3
dx =

∫
1

(t3 − 1)t3t2 dt =
∫

3t

t3 − 1 dt

ここで，
3t

t3 − 1 = 3t

(t − 1)(t2 + t + 1) = A

t − 1 + Bt + C

t2 + t + 1 とおくと，

A

t − 1+ Bt + C

t2 + t + 1 = A(t2 + t + 1) + (Bt + C)(t − 1)
(t − 1)(t2 + t + 1) = (A + B)t2 + (A − B + C)t + A − C

(t − 1)(t2 + t + 1)

より，A + B = 0, A − B + C = 3, A − C = 0となるので，A = 1, B = −1, C = 1である．
よって，∫

1
x(x + 1) 1

3
dx =

∫
3t

t3 − 1 dt =
∫ ( 1

t − 1 − t − 1
t2 + t + 1

)
dt



24 数理情報・工学系のための数学教程【基礎編１】　微分積分

= log |t − 1| −
∫ (

1
2

2t + 1
t2 + t + 1 −

3
2(

t + 1
2

)2 + 3
4

)
dt

= log |t − 1| − 1
2 log |t2 + t + 1| + 3

2
2√
3

arctan
(

2√
3

(
t + 1

2

))
+ C

= log |(x + 1)
1
3 − 1|√

|(x + 1) 2
3 + (x + 1) 1

3 + 1|
+

√
3 arctan

(
2
√

3
3

(
(x + 1)

1
3 + 1

2

))
+ C

（ 4）
√

x2 + 1 = t − xとおくと，x2 + 1 = t2 − 2tx + x2より，x = t2 − 1
2t

,
√

x2 + 1 = t − t2 − 1
2t

=

t2 + 1
2t

, dx = 4t2 − 2(t2 − 1)
4t2 dt = t2 + 1

2t2 dtが得られる．よって，∫
x2

√
x2 + 1

dx =
∫ (

t2 − 1
2t

)2 2t

t2 + 1
t2 + 1

2t2 dt =
∫

t4 − 2t2 + 1
4t3 dt

=
∫ (

t

4 − 1
2t

+ 1
4t3

)
dt = 1

8 t2 − 1
2 log |t| − 1

8t2 + C

= 1
8

(
t2 − 1

t2

)
− 1

2 log |t| + C

= 1
8

(
(x +

√
x2 + 1)2 − 1

(x +
√

x2 + 1)2

)
− 1

2 log
∣∣∣x +

√
x2 + 1

∣∣∣+ C

= 1
8

(
(x +

√
x2 + 1)2 − (

√
x2 + 1 − x)2

)
− 1

2 log
∣∣∣x +

√
x2 + 1

∣∣∣+ C

= 1
8 4x

√
x2 + 1 − 1

2 log
∣∣∣x +

√
x2 + 1

∣∣∣+ C

= 1
2

(
x
√

x2 + 1 − log
∣∣∣x +

√
x2 + 1

∣∣∣)+ C

（ 5）
√

x2 − 2x − 3 = t−xとおくと，x2 −2x−3 = t2 −2tx+x2より，x = t2 + 3
2t − 2 ,

√
x2 − 2x − 3 =

t− t2 + 3
2t − 2 = t2 − 2t − 3

2t − 2 , dx = 2t(2t − 2) − 2(t2 + 3)
(2t − 2)2 dt = t2 − 2t − 3

2(t − 1)2 dtが得られる．よって，∫
1√

x2 − 2x − 3
dx =

∫
2t − 2

t2 − 2t − 3
t2 − 2t − 3
2(t − 1)2 dt =

∫
1

t − 1 dt

= log |t − 1| + C = log
∣∣∣x − 1 +

√
x2 − 2x − 3

∣∣∣+ C

（ 6） −x2 + 2x + 3 = −(x + 1)(x − 3) ≥ 0であるから，−1 ≤ x ≤ 3である．t =
√

x + 1
3 − x

とおくと，

(3 − x)t2 = x + 1より，x = 3t2 − 1
t2 + 1 , dx = 6t(t2 + 1) − (3t2 − 1) 2t

(t2 + 1)2 dt = 8t

(t2 + 1)2 dtが得ら

れる．よって，∫
1√

−x2 + 2x + 3
dx =

∫
1√

−(x + 1)(x − 3)
dt =

∫
1

(3 − x)
√

x+1
3−x

dx

=
∫

1(
3 − 3t2−1

t2+1

)
t

8t

(t2 + 1)2 dt =
∫

1
3(t2 + 1) − (3t2 − 1)

8
t2 + 1 dt

=
∫

2
t2 + 1 dt = 2 arctan t + C = 2 arctan

√
x + 1
3 − x

+ C
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3. （ 1） u = tan x

2 とおくと，定理 4.2.6より，sin x = 2u

1 + u2 , dx = 2
1 + u2 duが成り立つ．よって，∫

1
1 + 2 sin x

dx =
∫

1
1 + 4u

1+u2

(1 + u2) du =
∫

1
1 + u2 + 4u

du =
∫

1
(u + 2)2 − 3 du

= − 1
2
√

3
log
∣∣∣∣ (u + 2) +

√
3

(u + 2) −
√

3

∣∣∣∣+ C =
√

3
6 log

∣∣∣∣ tan x
2 + 2 −

√
3

tan x
2 + 2 +

√
3

∣∣∣∣+ C

（ 2） u = tan x

2 とおくと，定理 4.2.6より，cos x = 1 − u2

1 + u2 , dx = 2
1 + u2 duが成り立つ．よって，∫

1
2 + cos x

dx =
∫

1
2 + 1−u2

1+u2

(1 + u2) du =
∫

1
2 + 2u2 + 1 − u2 du

=
∫

1
u2 + 3 du = arctan u√

3
+ C = arctan

(
1√
3

tan x

2

)
+ C

4. （ 1） 定理 4.2.8より，∫ π

0
(sin5 x + cos5 x) dx =

∫ π/2

0
(sin5 x + cos5 x) dx +

∫ π

π/2
(sin5 x + cos5 x) dx

=
∫ π/2

0
(sin5 x + cos5 x) dx +

∫ π/2

0
(sin5 x + (− cos x)5) dx

=
∫ π/2

0
2 sin5 x dx = 2 (5 − 1)!!

5!! = 2 4 · 2
5 · 3 · 1π = 16

15

（ 2） 定理 4.2.8と定理 4.2.9より，∫ π/2

0
(1 − sin3 x) cos3 x dx =

∫ π/2

0

(
cos3 x − sin3 x cos3 x

)
dx

= (3 − 1)!!
3!! − (3 − 1)!! (3 − 1)!!

(3 + 3)!! = 2
3 · 1 − 2 · 2

6 · 4 · 2 = 2
3 − 1

12 = 7
12

5. 任意の整数 kについて

∫ π

−π

sin kx dx = 0が成り立ち，整数 kが 0以外のとき，
∫ π

−π

cos kx dx = 0が成

り立つ．このことを用いて示す．

（ 1）
∫ π

−π

sin mx cos nx dx =
∫ π

−π

1
2 (sin(m + n)x + sin(m − n)x) dx = 1

2

∫ π

−π

sin(m + n)x dx +

1
2

∫ π

−π

sin(m − n)x dx = 0 + 0 = 0

（ 2） m = nのとき，∫ π

−π

sin mx sin mx dx =
∫ π

−π

1
2 (cos(m − m)x − cos(m + m)x) dx

=
∫ π

−π

1
2(1 − cos 2mx) dx = 1

2

∫ π

−π

dx − 1
2

∫ π

−π

cos 2mx dx

= 1
2

[
x
]π

−π
+ 0 = 1

2(π − (−π)) = π

∫ π

−π

cos mx cos mx dx =
∫ π

−π

1
2 (cos(m + m)x + cos(m − m)x) dx

=
∫ π

−π

1
2(cos 2mx + 1) dx = 1

2

∫ π

−π

cos 2mx dx + 1
2

∫ π

−π

dx
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= 0 + 1
2

[
x
]π

−π
= 1

2(π − (−π)) = π

m ̸= nのとき，∫ π

−π

sin mx sin nx dx =
∫ π

−π

1
2 (cos(m − n)x − cos(m + n)x) dx

= 1
2

∫ π

−π

cos(m − n)x dx − 1
2

∫ π

−π

cos(m + n)x dx = 0 − 0 = 0

∫ π

−π

cos mx cos nx dx =
∫ π

−π

1
2 (cos(m + n)x + cos(m − n)x) dx

= 1
2

∫ π

−π

cos(m + n)x dx + 1
2

∫ π

−π

cos(m − n)x dx = 0 + 0 = 0

6. 定理 4.2.8より，最初の等式

π

2
S2n+1

S2n
= π

2

(2n)!!
(2n+1)!!

(2n−1)!!
(2n)!!

π
2

= (2n)!! (2n)!!
(2n + 1)!!(2n − 1)!!

が成り立つ．この式は

2
π

S2n

S2n+1
= 2 − 1

2
2 + 1

2
4 − 1

4
4 + 1

4 · · · 2n − 1
2n

2n + 1
2n

=
(

1 − 1
2

)(
1 + 1

2

)(
1 − 1

4

)(
1 + 1

4

)
· · ·
(

1 − 1
2n

)(
1 + 1

2n

)
=
(

1 − 1
22

)(
1 − 1

42

)
· · ·
(

1 − 1
(2n)2

)
と書ける．ここで，0 ≤ x ≤ π

2 において，0 ≤ sin x ≤ 1 より sinn x ≥ sinn+1 x が成り立つので，

定理 4.1.7 ( 4 ) より，
∫ π/2

0
sinn x dx ≥

∫ π/2

0
sinn+1 x dx が成り立つ．したがって，数列 {Sn} は

下に有界な単調減少列であり，実数の連続性から，ある実数 S に収束する．よって， lim
n→∞

S2n

S2n+1
=

S

S
= 1が成り立つ．上の等式について n → ∞とすると，左辺は lim

n→∞

2
π

S2n

S2n+1
= 2

π
となり，右辺は

lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 − 1

(2k)2

)
=

∞∏
k=1

(
1 − 1

(2k)2

)
となる．よってWallisの公式が従う．

問題 4.3

1. （ 1）
∫ ∞

1

1
x2 dx =

[
− 1

x

]∞

1
= lim

a→∞

(
− 1

a

)
−
(

−1
1

)
= 1

（ 2）
∫ 1

0

1√
x

dx =
[
2
√

x
]1

0
= 2 − 0 = 2

（ 3）
∫ ∞

0
e−x dx =

[
− e−x

]∞

0
= lim

a→∞
(−e−a) − (−e0) = 1

（ 4） 以下の計算の途中で，a = 1
eb
としている．a → 0 + 0のとき，b → ∞である．∫ 1

0
x log x dx =

[1
2x2 log x

]1

0
−
∫ 1

0

1
2x2 1

x
dx = 1

2 12 0 − lim
a→0+0

1
2a2 log a − 1

2

∫ 1

0
x dx

= − lim
b→∞

1
2

−b

e2b
− 1

2

[
x2

2

]1

0
= 0 − 1

4(1 − 0) = −1
4
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（ 5）
∫ ∞

0
xe−x dx =

[
−xe−x

]∞

0
−
∫ ∞

0
(−e−x) dx =

[
−xe−x

]∞

0
−
[
e−x
]∞

0
=
[
(−x−1)e−x

]∞

0
=

lim
a→∞

(−a − 1)e−a − lim
b→0+0

(−b − 1)e−b = 0 − (−1) = 1

（ 6）
∫ ∞

0
xe−x2

dx =
[
−1

2e−x2
]∞

0
= lim

a→∞

(
−1

2e−a2
)

−
(

−1
2

)
= 0 + 1

2 = 1
2

2. （ 1）
∫ ∞

1

1
x

dx =
[

log x
]∞

1
= lim

a→∞
log a − 0 = ∞より，∞に発散する．

（ 2）
∫ 1

0

1
x

dx =
[

log x
]1

0
= 0 − lim

a→0+0
log a = ∞より，∞に発散する．

（ 3） 以下の計算の途中で，a = 1
eb
としている．a → 0 + 0のとき，b → ∞である．

∫ 1

0
log x dx =[

x log x − x
]1

0
= (0 − 1) − lim

a→0+0
(a log a − a) = −1 − lim

b→∞

(
b

eb
− 1

eb

)
= −1 − 0 = −1より，

−1に収束する．

（ 4） 0 ≤ x ≤ π

2 において sin x ≤ xが成り立つことから，0 < x ≤ π

2 において
1

sin x
≥ 1

x
である．

( 2 )より
∫ 1

0

1
x

dxは発散するので，定理 4.3.9より
∫ 1

0

1
sin x

dxも発散する．1 ≤ x ≤ π

2 にお

いて sin x ≥ 0であることから，
∫ π/2

0

1
sin x

dxも発散する．

（ 5） f(x) = sin 1
x

, g(x) = 1とすると，
∣∣∣sin 1

x

∣∣∣ ≤ 1および
∫ 1

0
dx =

[
x
]1

0
= 1 − 0 = 1より，f(x)

と g(x)は定理 4.3.6の条件 ( 1 )と ( 2 )を満たす．よって，
∫ 1

0
sin 1

x
dxは収束する．

（ 6） x = 2は積分範囲に含まれているが， 2x

x2 − 4 の定義域には含まれていないことに注意する．∫ ∞

1

2x

x2 − 4 dx =
∫ 2

1

2x

x2 − 4 dx +
∫ ∞

2

2x

x2 − 4 dx

=
(

lim
a→2−0

log |a2 − 4| − log |1 − 4|
)

+
(

lim
b→∞

log |b2 − 4| − lim
c→2+0

log |c2 − 4|
)

= (−∞ − log 3) + (∞ − (−∞))∫ ∞

1

2x

x2 − 4 dxが収束するためには，上の式の 3か所の極限がそれぞれ収束する必要がある．実際

には，3か所はいずれも発散しているので，
∫ ∞

1

2x

x2 − 4 dxは発散している．

3. （ 1）
∫ a

0

dx√
a − x

=
[

− 2
√

a − x
]a

0
= 0 − (−2

√
a) = 2

√
a

（ 2）
∫ 1

0

1√
1 − x2

dx =
[

arcsin x
]1

0
= π

2 − 0 = π

2

（ 3）
∫ ∞

1

log x

x2 dx =
[
− 1

x
log x

]∞

1
+
∫ ∞

1

1
x2 dx = (0 − 0) +

[
− 1

x

]∞

1
= 0 − (−1) = 1

（ 4）
∫ ∞

0

1
(x + 1)(x + 2) dx =

∫ ∞

0

( 1
x + 1 − 1

x + 2

)
dx =

[
log |x + 1| − log |x + 2|

]∞

0

=
[

log
∣∣∣x + 1
x + 2

∣∣∣ ]∞

0
= lim

a→∞
log

1 + 1
a

1 + 2
a

− log 1
2 = 0 − (log 2−1) = log 2

（ 5） t = sin xとおくと，dt = cos x dxであり，変数 xにおける積分範囲
[
0,

π

2

]
は，変数 tにおいては
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[0, 1]となる．よって，
∫ π/2

0

cos x√
sin x

dx =
∫ 1

0
t− 1

2 dt =
[
2
√

t
]1

0
= 2 − 0 = 2

（ 6） t =
√

x − a

b − x
とおくと，t2(b − x) = x − aより x = bt2 + a

t2 + 1 であり，

dx = 2bt(t2 + 1) − (bt2 + a) 2t

(t2 + 1)2 dt = 2bt − 2at

(t2 + 1)2 dt

となる．変数 xにおける積分範囲 [a, b]は，変数 tにおいては [0, ∞)となる．よって，∫ b

a

dx√
(x − a)(b − x)

=
∫ b

a

1

(b − x)
√

x−a
b−x

dx =
∫ ∞

0

1(
b − bt2+a

t2+1

)
t

2bt − 2at

(t2 + 1)2 dt

=
∫ ∞

0

1
bt2 + b − bt2 − a

2b − 2a

t2 + 1 dt =
∫ ∞

0

2
(t2 + 1) dt

= 2
[

arctan t
]∞

0
= lim

t→∞
2 arctan t − 0 = 2 π

2 = π

（ 7） x = 1
cos θ

とおくと，dx = sin θ

cos2 θ
dθであり，変数 xにおける積分範囲 [1, ∞)は，変数 θにおい

ては
[
0,

π

2

]
となる．よって，∫ ∞

1

dx

x
√

x2 − 1
=
∫ π/2

0

1
1

cos θ

√
1

cos2 θ − 1
sin θ

cos2 θ
dθ =

∫ π/2

0

sin θ√
1 − cos2 θ

dθ

=
∫ π/2

0
dθ =

[
θ
]π/2

0
= π

2

（ 8） t = e−xとおくと，dt = −e−x dxであり，変数 xにおける積分範囲 [0, ∞)は，変数 tにおいては

1から 0になるので，∫ ∞

0
e−x log(ex − 1) dx =

∫ 0

1
log
(1

t
− 1
)

(−dt) =
∫ 1

0
log
(1 − t

t

)
dt

=
∫ 1

0
(log(1 − t) − log t) dt =

[
(t − 1) log(1 − t)

]1

0
−
∫ 1

0
dt −

[
t log t − t

]1

0

= 0 − 0 −
[
t
]1

0
− (−1 − 0) = −1 + 1 = 0

4. p ≥ 1, q ≥ 1 のときは広義積分ではないので，それ以外の場合について証明する．p ≥ 1, 0 < q < 1 の
場合，0 ≤ x ≤ 1 より，xp−1(1 − x)q−1 ≤ (1 − x)q−1 が成り立つ．定理 4.3.6を用いると，∫ 1

0
(1 − x)q−1dx =

[
−1

q
(1 − x)q

]1

0
= 0 −

(
−1

q

)
= 1

q

より，広義積分

∫ 1

0
xp−1(1−x)q−1 dxは収束する．0 < p < 1, q ≥ 1の場合も同様に示せる．0 < p < 1,

0 < q < 1 の場合，0 < x ≤ 1
2 のとき，xp−1(1 − x)q−1 ≤ xp−1

(1
2

)q−1
であり，右辺の 0 ≤ x ≤ 1

2
における広義積分は∫ 1/2

0
xp−1

(1
2

)q−1
dx = 1

2q−1

[
1
p

xp

]1/2

0
= 1

2q−1

(
1
p

(1
2

)p

− 0
)

= 1
p 2p+q−1

より収束する．よって，定理 4.3.6より，
∫ 1/2

0
xp−1(1 − x)q−1 dxも収束する．積分範囲

1
2 ≤ x ≤ 1に

ついても同様に示せる．
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5. x > 0 について，ex = 1 + x + 1
2x2 + · · · + 1

n!x
n + · · · より，ex >

xn

n! が成り立つ．よって，

e−xxs−1 = xs−1

ex
< xs−1 n!

xn
= n!xs−1−n

が成り立つ．n > sと選んでおくと，右辺の広義積分は∫ ∞

1
n!xs−1−ndx =

[
n!

s − n
xs−n

]∞

1
= n!

s − n
(0 − 1) = n!

n − s

より収束する．よって，定理 4.3.6より，
∫ ∞

1
e−xxs−1 dxは収束する．積分範囲 0 ≤ x ≤ 1について

は，e−xxs−1 ≤ xs−1 であり，右辺の広義積分は∫ 1

0
xs−1dx =

[1
s

xs
]1

0
= 1

s
− 0 = 1

s

より収束する．よって，定理 4.3.6より，
∫ 1

0
e−xxs−1 dxは収束する．

6. 定理 4.3.17 ( 3 ) に p = a + 1
2 , q = b + 1

2 を代入すると，主張の式が得られる．

7. （ 1）
∫ π/2

0
sin3 x cos4 x dx = 1

2B
(

2,
5
2

)
=

Γ(2) Γ
( 5

2

)
2Γ
( 9

2

) =
1! 3

2
1
2 Γ
( 1

2

)
2 7

2
5
2

3
2

1
2 Γ
( 1

2

) =
3
4
√

π
105

8
√

π
= 3

4
8

105 = 2
35

（ 2）
∫ π/2

0
sin4 x cos6 x dx = 1

2B
(5

2 ,
7
2

)
=

Γ
( 5

2

)
Γ
( 7

2

)
2Γ (6) =

3
2

1
2 Γ
( 1

2

) 5
2

3
2

1
2 Γ
( 1

2

)
2 · 5! =

3
4
√

π 15
8

√
π

120

= 45
32π

1
240 = 3

512π

（ 3） t = x4とおくと，dt = 4x3 dxであり，変数xにおける積分範囲 [0, 1]は，変数 θにおいても [0, 1]とな

る．よって，例題 4.3.16より，
∫ 1

0

x√
1 − x4

dx =
∫ 1

0

t
1
4

√
1 − t

1
4t

3
4

dt =
∫ 1

0

1
4 t

1
4 − 3

4 (1−t)− 1
2 dt =∫ 1

0

1
4 t− 1

2 (1 − t)− 1
2 dt = 1

4B
(1

2 ,
1
2

)
= π

4

（ 4） t = x2とおくと，dt = 2x dxであり，変数xにおける積分範囲 [0, ∞)は，変数 θにおいても [0, ∞)と

なる．よって，

∫ ∞

0
x5e−x2

dx =
∫ ∞

0
t

5
2 e−t 1

2t
1
2

dt =
∫ ∞

0

1
2e−tt

5
2 − 1

2 dt =
∫ ∞

0

1
2e−tt2 dt =

1
2Γ(3) = 1

2 2 · 1 · Γ(1) = 1

問題 4.4

1. （ 1） 曲線が囲む部分は下図のようになる．その面積は，
∫ 2

0
(ex − x − 1) dx =

[
ex − 1

2x2 − x
]2

0
=

(e2 − 2 − 2) − (e0 − 0) = e2 − 4 − 1 = e2 − 5

x−1

y

y = x+ 1

0
x = 2

y = ex

1

（ 2） ax2 + by2 = c (a, b, c > 0)は楕円である．y = 0のとき x = ±
√

c

a
であり，s =

√
c

a
とおくと

−s ≤ x ≤ sである．よって，y = ±
√

c − ax2

b
より，2

∫ s

−s

√
c − ax2

b
dxが求める面積である．
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x = s sin θとおくと，dx = s cos θ dθであり，変数 xにおける積分範囲 [−s, s]は，変数 θにおい

ては
[
−π

2 ,
π

2

]
となる．よって，

2
∫ s

−s

√
c − ax2

b
dx = 2√

b

∫ π/2

−π/2

√
c(1 − sin2 θ) s cos θ dθ = 2√

b

∫ π/2

−π/2
s
√

c cos2 θ dθ

= 2√
b

∫ π/2

−π/2
s
√

c
1 + cos 2θ

2 dθ =
[

s
√

c√
b

(
θ + 1

2 sin 2θ
)]π/2

−π/2

= s
√

c√
b

((
π

2 + 0
)

−
(

−π

2 + 0
))

= s
√

c π√
b

= cπ√
ab

2. （ 1） 定理 4.4.5より，x = y2を x軸を中心に回転させた立体の定義式は x = (
√

y2 + z2)2 = y2 + z2

である．y = t での切り口の式は y2 + z2 = t，つまり，半径
√

t の円である．円が囲む面積は

S(t) = π(
√

t)2 = πtである．よって，定理 4.4.3より，

V =
∫ 4

0
S(t)dt =

∫ 4

0
πt dt =

[
π

2 t2
]4

0
= π

2 (16 − 0) = 8π

（ 2） 回転体の定義式 x = y2 + z2 に y = t を代入すると，x = t2 + z2 である．xz-平面上の曲線
z = ±

√
x − t2 と直線 x = 4が囲む領域の面積は

S(t) = 2
∫ 4

t2

√
x − t2 dx =

[4
3(x − t2)

3
2

]4

t2
= 4

3(4 − t2)
3
2

である．よって， 定理 4.4.3より

V =
∫ 2

−2
S(t) dt =

∫ 2

−2

4
3(4 − t2)

3
2 dt

となる．ここで，t = 2 sin θ とおくと，dt = 2 cos θ dθ であり，変数 tにおける積分範囲 [−2, 2]

は，変数 θにおいては
[
−π

2 ,
π

2

]
となる．よって，定理 4.2.8 より，

V =
∫ π/2

−π/2

4
3(4 − 4 sin2 θ)

3
2 2 cos θ dθ = 64

3

∫ π/2

−π/2
cos4 θ dθ

= 128
3

∫ π/2

0
cos4 θ dθ = 128

3
(4 − 1)!!

4!!
π

2 = 128
3

3 · 1
4 · 2

π

2 = 8π

3. f(t) = e−t cos πt, g(t) = e−t sin πtとおくと，定理 4.4.9より，∫ 2

0

√
(f ′(t))2 + (g′(t))2 dt =

∫ 2

0

√
(−e−t cos πt − πe−t sin πt)2 + (−e−t sin πt + πe−t cos πt)2 dt

=
∫ 2

0
e−t
√

(cos πt + π sin πt)2 + (sin πt − π cos πt)2 dt

=
∫ 2

0

√
1 + π2e−t dt =

√
1 + π2

[
− e−t

]2

0

=
√

1 + π2 (−e−2 − (−e0)) =
√

1 + π2 (1 − e−2)

4. f ′(t) = 8 − 2t, g(t) = 0として定理 4.4.9を適用すると，∫ 5

0

√
(f ′(t))2 + (g′(t))2 dt =

∫ 5

0
|(f ′(t))| dt =

∫ 5

0
|8 − 2t| dt =

∫ 4

0
(8 − 2t) dt +

∫ 5

4
(2t − 8) dt

=
[
8t − t2

]4

0
+
[
t2 − 8t

]5

4
= (32 − 16) − 0 + (25 − 40) − (16 − 32) = 17
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5. （ 1） 定理 4.4.11より， ∫ π/4

0

√
1 +

( sin x

cos x

)2
dx =

∫ π/4

0

1
cos x

dx

を求めればよい．t = sin xとおくと，dt = cos x dxであり，変数 xにおける積分範囲
[
0,

π

4

]
は，

変数 tにおいては

[
0,

1√
2

]
となる．よって，

∫ π/4

0

1
cos x

dx =
∫ π/4

0

cos x

1 − sin2 x
dx =

∫ 1/
√

2

0

1
(1 − t)(1 + t) dt

=
∫ 1/

√
2

0

1
2

( 1
1 − t

+ 1
1 + t

)
dt = 1

2

[
− log |1 − t| + log |1 + t|

]1/
√

2

0

= 1
2

[
log
∣∣∣1 + t

1 − t

∣∣∣]1/
√

2

0
= 1

2

(
log

1 + 1√
2

1 − 1√
2

)
= 1

2

(
log

√
2 + 1√
2 − 1

)

= 1
2 log(

√
2 + 1)2 = log(

√
2 + 1)

（ 2） f(x) = a

2

(
ex/a + e−x/a

)
とおくと，定理 4.4.11より，∫ 1

−1

√
1 + (f ′(x))2 dx =

∫ 1

−1

√
1 + 1

4
(
ex/a − e−x/a

)2
dx =

∫ 1

−1

1
2

(
ex/a + e−x/a

)
dx

= 1
2

[
aex/a − ae−x/a

]1

−1
= 1

2

(
a(e1/a − e−1/a) − a(e−1/a − e1/a)

)
= a(e1/a − e−1/a)

（ 3） f(t) = t − sin t, g(t) = 1 − cos t とおくと，定理 4.4.9より，∫ 2π

0

√
(f ′(t))2 + (g′(t))2 dt =

∫ 2π

0

√
(1 − cos t)2 + (sin t)2 dt =

∫ 2π

0

√
2 − 2 cos t dt

=
∫ 2π

0

√
2 − 2

(
1 − 2 sin2 t

2

)
dt =

∫ 2π

0
2 sin t

2 dt =
[
−4 cos t

2

]2π

0
= 4 − (−4) = 8

（ 4） f(t) = a cos3 t, g(t) = a sin3 t とおくと，定理 4.4.9より，∫ 2π

0

√
(f ′(t))2 + (g′(t))2 dt =

∫ 2π

0

√
(−3a cos2 t sin t)2 + (3a sin2 t cos t)2 dt

=
∫ 2π

0
3a
√

cos4 t sin2 t + sin4 t cos2 t dt =
∫ 2π

0
3a| sin t cos t| dt

s = sin tとおくと，ds = cos t dtであり，∫ 2π

0

√
(f ′(t))2 + (g′(t))2 dt =

∫ 2π

0
3a| sin t cos t| dt

=
∫ π/2

0
3a sin t cos t dt +

∫ π

π/2
3a(− sin t cos t) dt

+
∫ 3π/2

π

3a sin t cos t dt +
∫ 2π

3π/2
3a(− sin t cos t) dt

=
∫ 1

0
3as ds −

∫ 0

1
3as ds +

∫ −1

0
3as ds −

∫ 0

−1
3as ds

= 4
∫ 1

0
3as ds = 4

[3a

2 s2
]1

0
= 4 3a

2 = 6a
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6. p.115で得られた式 E[X2] = 2
λ2 を用いる．

E[X3] =
∫ ∞

−∞
x3f(x)dx =

∫ ∞

0
x3λe−λx dx

=
[

− x3e−λx
]∞

0
+
∫ ∞

0
3x2e−λx dx = 0 + 3

λ
E[X2] = 3

λ

2
λ2 = 6

λ3

E[X4] =
∫ ∞

−∞
x4f(x)dx =

∫ ∞

0
x4λe−λx dx

=
[

− x4e−λx
]∞

0
+
∫ ∞

0
4x3e−λx dx = 0 + 4

λ
E[X3] = 4

λ

6
λ3 = 24

λ4

問題 5.1
1. （ 1） {z ∈ R | z ≥ 0}
（ 2） R
（ 3） R
（ 4） {z ∈ R | z > 0}
（ 5） {z ∈ R | z ≥ 0}
（ 6） R

2. （ 1） 開集合である．閉集合ではない．
（ 2） 開集合でも閉集合でもない．
（ 3） 開集合ではない．閉集合である．
（ 4） 開集合ではない．閉集合である．

3. （ 1） 連続ではない．
（ 2） 連続である．
（ 3） 連続ではない．
（ 4） 連続である．

4. （ 1） (x, y) ̸= (0, 0) において 0 ≤
∣∣∣∣x sin 1

x2 + y2

∣∣∣∣ ≤ |x| ≤
√

x2 + y2 が成り立つので，はさみうち

（定理 1.2.8）により
√

x2 + y2 → 0 のとき x sin 1
x2 + y2 → 0 が成り立つ．よって，f(x, y)は

(x, y) = (0, 0)において連続である．

（ 2） t > 0のとき f(t, 0) = t

t2 = 1
t
であり，t → 0とすると f(x, y)の値は無限大に発散する．よって，

f(x, y)は (x, y) = (0, 0)において連続ではない．
5. （ 1） fx = ey, fy = xey

（ 2） fx = 6xy2 + 1, fy = 6x2y + 1
（ 3） fx = −e−x−y, fy = −e−x−y

（ 4） fx = yey, fy = xey + (xy + 1)ey = (xy + x + 1)ey

（ 5） fx = (xy + 1) − xy

(xy + 1)2 = 1
(xy + 1)2 , fy = −x2

(xy + 1)2

（ 6） fx = yxy−1, fy = xy log x

（ 7） fx = 6xy cos
(
3x2y

)
, fy = 3x2 cos

(
3x2y

)
（ 8） fx =

(
3x2 − 2y

)
sec2 (x3 − 2xy

)
, fy = −2x sec2 (x3 − 2xy

)
（ 9） fx = 2x + y

x2 + xy + y3 , fy = x + 3y2

x2 + xy + y3

（10） fx = 1√
x2 + y2

2x

2
√

x2 + y2
= x

x2 + y2 , fy = 1√
x2 + y2

2y

2
√

x2 + y2
= y

x2 + y2
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（11） 問 3.1.5 ( 1 ) より，(arccos x)′ = − 1√
1 − x2

である．よって，fx = − 1√
1 − (x + y2)2

, fy =

− 2y√
1 − (x + y2)2

（12） 問3.1.5 ( 2 )より，(arctan x)′ = 1
1 + x2 である．よって，fx = 1

1 +
(

y
x

)2

(
− y

x2

)
= − y

x2 + y2 ,

fy = 1
1 +

(
y
x

)2
1
x

= x

x2 + y2

問題 5.2

1. t > 0のとき f(t, t) = 2t2

2t2 = 1であり，f(t, 0) = 0である．t → 0とすると，それぞれの極限は一致し

ない．よって，f(x, y)は (x, y) = (0, 0)において連続ではない．特に，定理 5.2.4より全微分可能では
ない．一方，f(0, y) = 0, f(x, 0) = 0が成り立つことから，fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0である．つまり，
f(x, y)は (x, y) = (0, 0)において偏微分可能である．

2. 以下，z = F (t)として F ′(t)を計算する．
（ 1） F ′(t) = 2x · 2t + 3y2 · 3t2 = 2t2 · 2t + 3t6 · 3t2 = 4t3 + 9t8

（ 2） F ′(t) = 4 sin(2x) cos(2x) · (− sin t) + 0 · cos t = −4 sin(2 cos t) cos(2 cos t) sin t

（ 3） F ′(t) = 2xy3 · (− sin t) + 3x2y2 · cos t = 2 cos t sin3 t · (− sin t) + 3 cos2 t sin2 t · cos t =
−2 cos t sin4 t + 3 cos3 t sin2 t

（ 4） F ′(t) = x√
x2 + y2 + 1

· 1 + y√
x2 + y2 + 1

· 1
t

= t√
t2 + (log t)2 + 1

· 1 + log t√
t2 + (log t)2 + 1

· 1
t

= t2 + log t

t
√

t2 + (log t)2 + 1

3. （ 1） zu = zxxu + zyyu = (2(x + y) − 2(x − y)) · 1 + (2(x + y) + 2(x − y)) · 1 = 4(x + y) = 8u,
zv = zxxv +zyyv = (2(x+y)−2(x−y)) ·1+(2(x+y)+2(x−y)) · (−1) = −4(x−y) = −8v

（ 2） zu = zxxu + zyyu = 2x cos(x2 − 2y) · 1 − 2 cos(x2 − 2y) · v = 2(x − v) cos(x2 − 2y) =
2u cos(u2 + v2), zv = zxxv + zyyv = 2x cos(x2 − 2y) · 1 − 2 cos(x2 − 2y) · u = 2v cos(u2 + v2)

（ 3） zu = zxxu + zyyu = y cos v + x sin v = u sin v cos v + u cos v sin v = u sin 2v, zv = zxxv +
zyyv = y(−u sin v) + xu cos v = −u2 sin2 v + u2 cos2 v = u2 cos 2v

4. p.126で紹介した連鎖律 (chain rule)の行列表示を用いる．z = f(x, y)の変数 r, sによる偏微分を合成

関数の微分を使って表すと (
zr zs

)
=
(

zx zy

)(xr xs

yr ys

)

となる．また，x = x(u, v), y = y(u, v)と u = u(r, s), v = v(r, s)の合成関数の微分により

(
xr xs

)
=
(

xu xv

)(ur us

vr vs

)

および (
yr ys

)
=
(

yu yv

)(ur us

vr vs

)

が得られる．2つ目と 3つ目の式はまとめて(
xr xs

yr ys

)
=

(
xu xv

yu yv

)(
ur us

vr vs

)

と書くことができる．この式を最初の式に代入すると，主張の式が得られる．

5. f(r cos θ, r sin θ) = e−r2
である．よって，関数 f(x, y)は，fr = −2re−r2

< 0より半径方向に狭義単
調減少し，fθ = 0より回転方向には値は変化しないことが分かる．
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6. （ 1） z = f(x, y)とする．fx = 2x + y, fy = x + 3y2より，fx(3, −1) = 5, fy(x, y) = 6である．よっ
て，z − 5 = 5(x − 3) + 6(y + 1) = 5x + 6y − 4より，z = 5x + 6y − 4

（ 2） z = f(x, y)とする．fx =
√

y

2
√

x
, fy =

√
x

2√
y
より，fx(1, 4) = 1, fy(x, y) = 1

4 である．よって，

z − 2 = (x − 1) + 1
4(y − 4) = x + 1

y
− 2より，z = x + 1

4y

7. 接平面の式は fx(a, b)(x − a) + fy(a, b)(y − b) − (z − f(a, b)) = 0であるが，これは内積を使ってfx(a, b)
fy(a, b)

− 1

 ·

 x − a

y − b

z − f(a, b)

 = 0

と書くことができる．つまり，ベクトル

fx(a, b)
fy(a, b)

− 1

は接平面に垂直なベクトルである．法線は点 Q を

通り，この方向に伸びる直線なので，法線上の点 (x, y, z)はパラメータ t ∈ Rを用いてx

y

z

 =

 a

b

f(a, b)

+ t

fx(a, b)
fy(a, b)

− 1


と表すことができる．この式から tを消去すると，主張の式が得られる．

問題 5.3
1. （ 1） fx = ey, fy = xey, fxx = 0, fxy = fyx = ey, fyy = xey

（ 2） fx = 6xy2 + 1, fy = 6x2y + 1, fxx = 6y2, fxy = fyx = 12xy, fyy = 6x2

（ 3） fx = −e−x−y, fy = −e−x−y, fxx = e−x−y, fxy = fyx = e−x−y, fyy = e−x−y

（ 4） fx = yey, fy = (xy + x + 1)ey, fxx = 0, fxy = fyx = (y + 1)ey, fyy = (xy + 2x + 1)ey

（ 5） fx = 1
(xy + 1)2 , fy = −x2

(xy + 1)2 , fxx = −2y

(xy + 1)3 , fxy = fyx = −2x

(xy + 1)3 , fyy = 2x3

(xy + 1)3

（ 6） fx = yxy−1, fy = xy log x, fxx = y(y − 1)xy−2, fxy = fyx = xy−1(1 + y log x), fyy =
xy(log x)2

（ 7） fx = −ye−xy, fy = −xe−xy, fxx = y2e−xy, fxy = fyx = (xy − 1)e−xy, fyy = x2e−xy

（ 8） fx = y cos(xy), fy = x cos(xy), fxx = −y2 sin(xy), fxy = fyx = cos(xy) − xy sin(xy), fyy =
−x2 sin(xy)

2. （ 1） (1 + xy)4 を展開した式の 3次の項までを並べればよい．

(1 + xy)4 = 1 + 4xy + 6x2y2 + 4x3y3 + x4y4

より，答えは 1 + 4xy である．真面目に計算すると，fx = 4y(1 + xy)3, fy = 4x(1 + xy)3,
fxx = 12y2(1 + xy)2, fxy = fyx = 4(1 + xy)3 + 12xy(1 + xy)3 = (4 + 4xy + 12xy)(1 +
xy)2 = (4 + 16xy)(1 + xy)2, fxxx = 24y3(1 + xy), fxxy = 24y(1 + xy)2 + 24xy2(1 + xy),
fxyy = 24x(1 + xy)2 + 24x2y(1 + xy), fyyy = 24x3(1 + xy)より，(0, 0)における偏微分の値は
f(0, 0) = 1, fxy(0, 0) = fyx(0, 0) = 4以外は 0である．よって，1 + 2 4

2 !xy = 1 + 4xyとなる．

（ 2） すべての偏導関数は ex+y なので，1 + x + y + 1
2(x2 + 2xy + y2) + 1

6(x3 + 3x2y + 3xy2 + y3)

（ 3） fx = y sin x + xy cos x, fy = x sin x, fxx = 2y cos x − xy sin x, fxy = fyx = sin x + x cos x,
fyy = 0, fxxx = −3y sin x − xy cos x, fxxy = 2 cos x − x sin x, fxyy = fyyy = 0より，(0, 0)

における偏微分の値は fxxy(0, 0) = 2以外は 0である．よって， 2
3! 3C1x2y = x2yとなる．

（ 4） fx = −2xe−x2−y2
, fy = −2ye−x2−y2

, fxx = (4x2 − 2)e−x2−y2
, fxy = fyx = 4xye−x2−y2

,

fyy = (4y2 − 2)e−x2−y2
, fxxx = (12 − 8x2)xe−x2−y2

, fxxy = (4 − 8x2)ye−x2−y2
, fxyy =
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(4 − 8y2)xe−x2−y2
, fyyy = (12 − 8y2)ye−x2−y2

より，(0, 0)における偏微分の値は f(0, 0) = 1,

fxx(0, 0) = fyy(0, 0) = −2以外は 0である．よって，1 + −2
2! x2 + −2

2! y2 = 1 − x2 − y2

3. （ 1） 偏導関数は問題 5.3.2 ( 1 )で計算しているので，(1, 1)を代入すると，f(1, 1) = 16, fx(1, 1) =
fy(1, 1) = 32, fxx(1, 1) = fyy(1, 1) = 48. fxy(1, 1) = fyx(1, 1) = 80 より，

16 + 32(x − 1) + 32(y − 1) + 1
2
(
48(x − 1)2 + 80 · 2(x − 1)(y − 1) + 48(y − 1)2)

= 16 + 32(x − 1) + 32(y − 1) + 24(x − 1)2 + 80(x − 1)(y − 1) + 24(y − 1)2

（ 2） fx = 1
x

, fx = 1
y

, fxx = − 1
x2 , fxy = 0, fyy = − 1

y2 ,より，f(1, 1) = 0, fx(1, 1) = fy(1, 1) = 1,

fxx(1, 1) = fyy(1, 1) = −1, fxy(1, 1) = fyx(1, 1) = 0である．よって，(x − 1) + (y − 1) −
1
2(x − 1)2 − 1

2(y − 1)2

（ 3） fx = fy = − 1
(x + y)2 , fxx = fxy = fyx = fyy = 2

(x + y)3 より，f(1, 1) = 1
2 , fx(1, 1) =

fy(1, 1) = −1
4 , fxx(1, 1) = fxy(1, 1) = fyx(1, 1) = fyy(1, 1) = 1

4 である．よって，
1
2 − 1

4(x −

1) − 1
4(y − 1) + 1

8(x − 1)2 + 1
4(x − 1)(y − 1) + 1

8(y − 1)2

（ 4） fx = x√
x2 + y2

, fy = y√
x2 + y2

, fxx = 1√
x2 + y2

− x2

(x2 + y2) 3
2

= y2

(x2 + y2) 3
2

, fxy =

fyx = − xy

(x2 + y2) 3
2

, fyy = x2

(x2 + y2) 3
2
より，

√
2 + 1√

2
(x − 1) + 1√

2
(y − 1) + 1

4
√

2
(x − 1)2 −

1
2
√

2
(x − 1)(y − 1) + 1

4
√

2
(y − 1)2

4. 例題 5.2.9の解答において

∂z

∂r
= ∂z

∂x
cos θ + ∂z

∂y
sin θ,

∂z

∂θ
= − ∂z

∂x
r sin θ + ∂z

∂y
r cos θ

が得られている．さらに偏微分すると

∂2z

∂r2 = ∂

∂r

(
∂z

∂x
cos θ + ∂z

∂y
sin θ

)
= ∂

∂r

(
∂z

∂x

)
cos θ + ∂

∂r

(
∂z

∂y

)
sin θ

=
(

∂2z

∂x2
∂x

∂r
+ ∂2z

∂y∂x

∂y

∂r

)
cos θ +

(
∂2z

∂x∂y

∂x

∂r
+ ∂2z

∂y2
∂y

∂r

)
sin θ

= ∂2z

∂x2 cos2 θ + 2 ∂2z

∂x∂y
sin θ cos θ + ∂2z

∂y2 sin2 θ

∂2z

∂θ2 = ∂

∂θ

(
− ∂z

∂x
r sin θ + ∂z

∂y
r cos θ

)

= ∂

∂θ

(
− ∂z

∂x

)
r sin θ − ∂z

∂x
r cos θ + ∂

∂θ

(
∂z

∂y

)
r cos θ − ∂z

∂y
r sin θ

= −
(

∂2z

∂x2
∂x

∂θ
+ ∂2z

∂y∂x

∂y

∂θ

)
r sin θ +

(
∂2z

∂x∂y

∂x

∂θ
+ ∂2z

∂y2
∂y

∂θ

)
r cos θ − r

∂z

∂r

= −
(

∂2z

∂x2 (−r sin θ) + ∂2z

∂y∂x
r cos θ

)
r sin θ +

(
∂2z

∂x∂y
(−r sin θ) + ∂2z

∂y2 r cos θ

)
r cos θ − r

∂z

∂r

= ∂2z

∂x2 r2 sin2 θ − 2 ∂2z

∂x∂y
r2 sin θ cos θ + ∂2z

∂y2 r2 cos2 θ − r
∂z

∂r
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となる．よって，

∂z2

∂r2 + 1
r

∂z

∂r
+ 1

r2
∂2z

∂θ2 = ∂2z

∂x2 cos2 θ + 2 ∂2z

∂x∂y
sin θ cos θ + ∂2z

∂y2 sin2 θ + 1
r

∂z

∂r

+ 1
r2

(
∂2z

∂x2 r2 sin2 θ − 2 ∂2z

∂x∂y
r2 sin θ cos θ + ∂2z

∂y2 r2 cos2 θ − r
∂z

∂r

)

= ∂2z

∂x2 + ∂2z

∂y2

より主張が従う．

5. （ 1） (a, b)におけるヘッセ行列は

(
2 0
0 2

)
，ヘッシアンは 4

（ 2） (a, b)におけるヘッセ行列は

(
− 2 0
0 − 2

)
，ヘッシアンは 4

（ 3） (a, b)におけるヘッセ行列は

(
2 0
0 − 2

)
，ヘッシアンは−4

（ 4） (a, b)におけるヘッセ行列は

(
0 1
1 0

)
，ヘッシアンは−1

6. （ 1） f(x, y) = x2 − xy + y2 + x − 5y とおく．fx = 2x − y + 1 = 0, fy = −x + 2y − 5 = 0
を解くと，x = 1, y = 3が得られる．よって，(1, 3)が極値を与える点の候補となる．fxx = 2,
fxy = fyx = −1, fyy = 2より，D = 2·2−(−1)2 = 3 > 0．また，fxx(1, 3) = 2である．よって，
定理 5.3.10 ( 1 ) より f(x, y)は (1, 3)において極小．極小値は f(1, 3) = 1−3+9+1−15 = −7
である．

（ 2） f(x, y) = xy(x + y − 3) = x2y + xy2 − 3xy とおく．fx = 2xy + y2 − 3y = 0, fy =
x2 + 2xy − 3x = 0を解く．2式の差により，y2 − x2 = 3y − 3xが得られる．x = y のとき，

y = xを fx = 0に代入すると，2x2 + x2 − 3x = 3x(x − 1) = 0より，(x, y) = (0, 0), (1, 1)が解
となる．x ̸= yのときは，y2 − x2 = 3y − 3xより y + x = 3となる．fy = 0に y = 3 − xを代

入すると，x2 + 2x(3 − x) − 3x = x(3 − x)より，(x, y) = (0, 3), (3, 0)が解となる．fxx = 2y,
fxy = fyx = 2x + 2y − 3, fyy = 2xである．

• (x, y) = (0, 0)のとき，D = 0 · 0 − (−3)2 = −9 < 0であり，定理 5.3.10 ( 2 ) より極値で
はない．

• (x, y) = (3, 0)のとき，D = 0 · 6 − 32 = −9 < 0であり，定理 5.3.10 ( 2 ) より極値では
ない．

• (x, y) = (0, 3)のとき，D = 6 · 0 − 32 = −9 < 0であり，定理 5.3.10 ( 2 ) より極値では
ない．

• (x, y) = (1, 1)のとき，D = 2 · 2 − 12 = 3 > 0，fxx(1, 1) = 2 > 0であり，定理 5.3.10 ( 1 )
より極小．極小値は f(1, 1) = −1である．

（ 3） f(x, y) = 2x3 + 3x2 − y2 とおく．fx = 6x2 + 6x = 0, fy = −2y = 0 を解くと，(x, y) =
(0, 0), (−1, 0)が得られる．fxx = 12x + 6, fxy = fyx = 0, fyy = −2である．
• (x, y) = (0, 0)のとき，D = 6 · (−2) − 0 = −12 < 0であり，定理 5.3.10 ( 2 ) より極値で
はない．

• (x, y) = (−1, 0)のとき，D = (−6) · (−2) − 0 = 12 > 0，fxx(−1, 0) = −6 < 0であり，定
理 5.3.10 ( 1 ) より極大．極大値は f(−1, 0) = −2 + 3 − 0 = 1である．

（ 4） f(x, y) = (x2 + y2)ex−y とおく．fx = (2x + x2 + y2)ex−y = 0, fy = (2y − x2 − y2)ex−y = 0
を解く．x2 +y2 = −2x = 2yより，y = −xが得られるので，fx = 0に代入すると，2x+2x2 = 0
となる．よって，(0, 0), (−1, 1) が解である．fxx = (2 + 4x + x2 + y2)ex−y, fxy = fyx =
(2y − 2x − x2 − y2)ex−y, fyy = (2 − 4y + x2 + y2)ex−y である．

• (x, y) = (0, 0)のとき，D = 2 · 2 − 0 = 4 > 0，fxx(0, 0) = 2 > 0であり，定理 5.3.10 ( 1 )
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より極小．極小値は f(0, 0) = 0である．
• (x, y) = (−1, 1)のとき，D = 0 · 0 − (2e−2)2 = −4e−4 < 0であり，定理 5.3.10 ( 2 ) より
極値ではない．

（ 5） f(x, y) = xe− x2+y2
2 とおく．fx = (1 − x2)e− x2+y2

2 = 0 fy = −xye− x2+y2
2 = 0 を解くと，

(x, y) = (−1, 0), (1, 0)が得られる．fxx = (x3 − 3x)e− x2+y2
2 , fxy = fyx = (x2 − 1)ye− x2+y2

2 ,

fyy = (y2 − 1)xe− x2+y2
2 である．

• (x, y) = (−1, 0)のとき，D = 2e− 1
2 · e− 1

2 − 0 = 2e−1 > 0，fxx(−1, 0) = 2e− 1
2 > 0であ

り，定理 5.3.10 ( 1 ) より極小．極小値は f(−1, 0) = −e− 1
2 である．

• (x, y) = (1, 0)のとき，D = −2e− 1
2 · (−e− 1

2 ) − 0 = 2e−1 > 0，fxx(1, 0) = −2e− 1
2 < 0で

あり，定理 5.3.10 ( 1 ) より極大．極大値は f(1, 0) = e− 1
2 である．

（ 6） f(x, y) = xye− x2+y2
2 とおく．fx = (1 − x2)ye− x2+y2

2 = 0 fy = (1 − y2)xe− x2+y2
2 = 0を解く

と，(x, y) = (0, 0), (±1, ±1), (±1, ∓1)が得られる．fxx = (x2 − 3)xye− x2+y2
2 , fxy = fyx =

(x2 − 1)(y2 − 1)e− x2+y2
2 , fyy = (y2 − 3)xye− x2+y2

2 である．

• (x, y) = (0, 0)のとき，D = 0 · 0 − 12 = −1 < 0であり，定理 5.3.10 ( 2 ) より極値では
ない．

• (x, y) = (±1, ±1) のとき，D = (−2e−1) · (−2e−1) − 0 = 4e−2 > 0，fxx(±1, ±1) =
−2e−1 < 0であり，定理 5.3.10 ( 1 ) より極大．極大値は f(±1, ±1) = e−1 である．

• (x, y) = (±1, ∓1)のとき，D = 2e−1 · 2e−1 − 0 = 4e−2 > 0，fxx(±1, ∓1) = 2e−1 > 0で
あり，定理 5.3.10 ( 1 ) より極小．極小値は f(±, ∓1) = −e−1 である．

問題 5.4
1. （ 1） y =

√
x

（ 2） y = −
√

x

（ 3） y = 2
√

2 − x2

2. （ 1） f(x, y) = x4 + y4 − 2とおくと，fx(x, y) = 4x3, fy(x, y) = 4y3より，fx(1, 1) = 4, fy(1, 1) =
4 ̸= 0である．よって，陰関数定理（定理 5.4.2）より f(x, φ(x)) = 0を満たす関数 y = φ(x)が

存在し，φ′(1) = −4
4 = −1となる．

（ 2） f(x, y) = 2x3y − xy2 − y3とおくと，fx(x, y) = 6x2y − y2, fy(x, y) = 2x3 − 2xy − 3y2より，

fx(1, 1) = 5, fy(1, 1) = −3 ̸= 0である．よって，陰関数定理（定理 5.4.2）より f(x, φ(x)) = 0

を満たす関数 y = φ(x)が存在し，φ′(1) = − 5
−3 = 5

3 となる．

（ 3） ( 2 )の計算により，fx(1, −2) = −16, fy(1, −2) = −6 ̸= 0である．よって，陰関数定理（定

理 5.4.2）より f(x, φ(x)) = 0を満たす関数 y = φ(x)が存在し，φ′(1) = −−16
−6 = −8

3 となる．

（ 4） f(x, y) = 2ex + ey − ex+y とおくと，fx(x, y) = 2ex − ex+y, fy(x, y) = ey − ex+y より，

fx(log 2, 2 log 2) = −4, fy(log 2, 2 log 2) = −4 ̸= 0である．よって，陰関数定理（定理 5.4.2）

より f(x, φ(x)) = 0を満たす関数 y = φ(x)が存在し，φ′(1) = −−4
−4 = −1となる．

3. （ 1） f(x, y) = x, g(x, y) = x2 + y2 − 4とおく．gx(x, y) = 2x = 0, gy(x, y) = 2y = 0を満たす点
は (x, y) = (0, 0)のみなので，g(x, y) = 0の条件下でラグランジュの未定乗数法（定理 5.4.6）を
用いることができる．F (x, y) = f(x, y) − λg(x, y) = x − λ(x2 + y2 − 4)とおくと，

Fx(x, y) = 1 − 2λx = 0, Fy(x, y) = −2λy = 0

となる．最初の式より λ ̸= 0であり，2つ目の式より y = 0が得られ，g(x, y) = 0より x = 2, −2

となる．対応する λの値はそれぞれ
1
4 , −1

4 である．よって，(x, y) = (2, 0), (−2, 0)が極値を与え

る点の候補となる．ここで g(x, y) = 0は平面上の有界閉集合であることから，最大値・最小値の
定理により，最大値と最小値が存在する．よって，f(2, 0) = 2, f(−2, 0) = −2より，最大値は 2,
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最小値は−2である．
（ 2） f(x, y) = (x + y − 1)2, g(x, y) = x2 + y2 − 2とおく．gx(x, y) = 2x = 0, gy(x, y) = 2y = 0を

満たす点は (x, y) = (0, 0)のみなので，g(x, y) = 0の条件下でラグランジュの未定乗数法（定理
5.4.6）を用いることができる．F (x, y) = f(x, y) − λg(x, y) = (x + y − 1)2 − λ(x2 + y2 − 2)
とおくと，

Fx(x, y) = 2(x + y − 1) − 2λx = 0, Fy(x, y) = 2(x + y − 1) − 2λy = 0

となる．λ ̸= 0のとき，2式の差から x = yとなるので，g(x, y) = 0より (x, y) = (1, 1), (−1, −1)
である．対応する λの値はそれぞれ 1, −3である．よって，(x, y) = (1, 1), (−1, −1)が極値を与
える点の候補となる．λ = 0のときは，x + y − 1 = 0を満たす点 (x, y)が候補となる．ここで
g(x, y) = 0は平面上の有界閉集合であることから，最大値・最小値の定理により，最大値と最小
値が存在する．よって，f(1, 1) = 1, f(−1, −1) = 9であり，x + y − 1 = 0上では f(x, y)の値
は 0であることから，最大値は 9, 最小値は 0である．

（ 3） f(x, y) = x2 + y2, g(x, y) = xy − 4とおく．gx(x, y) = y = 0, gy(x, y) = x = 0を満たす点は
(x, y) = (0, 0)のみなので，g(x, y) = 0の条件下でラグランジュの未定乗数法（定理 5.4.6）を用
いることができる．F (x, y) = f(x, y) − λg(x, y) = x2 + y2 − λ(xy − 4)とおくと，

Fx(x, y) = 2x − λy = 0, Fy(x, y) = 2y − λx = 0

となる．2式の差から 2(x − y) = λ(y − x)となるので，x = yあるいは λ = −2である．λ = −2
とすると，y = −x であり，g(x, −x) = −x2 − 4 ̸= 0 となり，条件を満たさない．x = y の

とき，g(x, y) = 0より (x, y) = (2, 2), (−2, −2)である．λの値はいずれも 2である．よって，
(x, y) = (2, 2), (−2, −2)が極値を与える点の候補となる．ここで g(x, y) = 0は平面上の双曲線で
あり，有界ではないため，最大値・最小値の定理は使えない．ただ，双曲線の形状と f(x, y)は原点か
らの距離の 2乗であることから，最小値が存在することが分かる．よって，f(2, 2) = f(−2, −2) = 8
が最小値である．

4. f(x, y) = g(x) + h(y) = 100 + x2 + 50y, G(x, y) = x + y − 2026とおく．ただし，製品数は負にはな
らないので，x ≥ 0, y ≥ 0とする．Gx(x, y) = 1, Gy(x, y) = 1よりラグランジュの未定乗数法（定理
5.4.6）を用いることができる．

F (x, y) = f(x, y) − λG(x, y) = 100 + x2 + 50y − λ(x + y − 2026)

とおくと，

Fx(x, y) = 2x − λ = 0, Fy(x, y) = 50 − λ = 0

となる．よって，λ = 50, x = 25 であり，y = 2026 − x = 2001 である．このときの総コストは
f(25, 2001) = 100 + 625 + 100050 = 100775である．一方，x = 0のときの総コストは f(0, 2026) =
100 + 101300 = 101400，y = 0のときの総コストは f(2026, 0) = 100 + 20262 = 4104776である．集
合 {(x, y) ∈ R2 | G(x, y) = 0, x ≥ 0, y ≥ 0}は平面上の有界閉集合であることから，最大値・最小値
の定理により，最大値と最小値が存在する．上で求めた 3つの値を比較すると，

100775 < 101400 < 4104776

となる．よって，最大値を与える生産数は x = 2026, y = 0であり，最小値を与える生産数は x = 25,
y = 2001である．

5. 購入数は負ではないので，x ≥ 0, y ≥ 0とする．g(x, y) = 100x + 200y − 6000とおく．

F (x, y) = f(x, y) − λg(x, y) = x
2
5 y

3
5 − λ(100x + 200y − 6000)

とおくと，

Fx(x, y) = 2
5x− 3

5 y
3
5 − 100λ = 0, Fy(x, y) = 3

5x
2
5 y− 2

5 − 200λ = 0

となる．
3
5x

2
5 y− 2

5 = 200λ を
2
5x− 3

5 y
3
5 = 100λ で割ると，

3
2xy−1 = 2 より，y = 3

4x が得られる．

g
(

x,
3
4x
)

= 100x + 150x − 6000 = 250x − 6000 = 0 より，x = 24, y = 18 となる．特に，
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f(24, 18) > 0 である．一方，x = 0 および y = 0 のときの f(x, y) の値はいずれも 0 である．集合
{(x, y) ∈ R2 | g(x, y) = 0, x ≥ 0, y ≥ 0}は平面上の有界閉集合であることから，最大値・最小値の定
理により，最大値と最小値が存在する．x = 0および y = 0のときは f(x, y)は最小となるので，x = 24,
y = 18のとき f(x, y)は最大となる．

6. （ 1） (x, y) = (r cos θ, r sin θ)とすると，f(x, y) = r2 であり，

D =
{

(r cos θ, r sin θ) | r ≤
√

8
}

であることから，0 ≤ f(x, y) = r2 ≤ 8が従う．よって，最小値は 0，最大値は 8である．
（ 2） fx = y = 0, fy = x = 0よりDの内部 {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 8}では (0, 0)のみが極値を与

える点の候補となる．しかし，D = 0 · 0 − 12 = −1 < 0であり，定理 5.3.10 ( 2 )より極値を与
えない．D の境界 {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 8} における極値をラグランジュ未定乗数法で調べ
る．F (x, y) = xy − λ(x2 + y2 − 8)とおくと，

Fx(x, y) = y − 2λx = 0, Fy(x, y) = x − 2λy = 0

となり，y = 2λxを 2つ目の式に代入すると，x = 4λ2xとなる．x = 0 のときは y = 0 とな

り g(x, y) = 0 に反するので，x ̸= 0 であり，λ = ±1
2 である．λ = 1

2 のとき x = y であり，

g(x, y) = 0より (x, y) = (±2, ±2)が従う．また，λ = −1
2 のとき x = −yであり，g(x, y) = 0

より (x, y) = (±2, ∓2)が従う．f(±2, ±2) = 4, f(±2, ∓2) = −4より，最大値は 4，最小値は
−4である．

（ 3） fx = x − 3 = 0, fy = y − 3 = 0より D の内部 {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 8}では (3, 3)の
みが極値を与える点の候補となるが，実際には g(3, 3) = 18 > 4より，この点は D 上の点では

ない．Dの境界 {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 8}における極値をラグランジュ未定乗数法で調べる．
F (x, y) = (x − 3)2 + (y − 3)2 − λ(x2 + y2 − 8)とおくと，

Fx(x, y) = x − 3 − 2λx = 0, Fy(x, y) = y − 3 − 2λy = 0

となり，2式の差により，x − y = 2λ(x − y)が得られる．λ = 1
2 とすると，Fx(x, y) = 0が成り立

たないので，λ ̸= 1
2 であり，よって x = yである．このとき，g(x, y) = 0より，(x, y) = (±2, ±2)

となる．ここで g(x, y) = 0は平面上の有界閉集合であることから，最大値・最小値の定理により，
最大値と最小値が存在する．よって，f(−2, −2) = 50が最大値，f(2, 2) = 2が最小値である．

（ 4） fx = 10x + 3y = 0, fy = 3x + 10y = 0よりDの内部 {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 8}では (0, 0)
のみが極値を与える点の候補となる．D = 10 · 10 − 32 = 91 > 0, fxx(0, 0) = 10 > 0であり，定
理 5.3.10 ( 1 ) より極小．極小値は f(0, 0) = 0である．Dの境界 {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 8}
における極値をラグランジュ未定乗数法で調べる．F (x, y) = 5x2 + 3xy + 5y2 − λ(x2 + y2 − 8)
とおくと，

Fx(x, y) = 10x + 3y − 2λx = 0, Fy(x, y) = 3x + 10y − 2λy = 0

となり，2式の差により，7(x − y) = 2λ(x − y)が得られる．λ = 7
2 とすると x = −y であり，

(x, y) = (±2, ∓2)となる．λ ̸= 7
2 とすると x = y であり，(x, y) = (±2, ±2)となる．ここで

g(x, y) = 0は平面上の有界閉集合であることから，最大値・最小値の定理により，最大値と最小値
が存在する．よって，f(x, y)をDの境界 {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 8}に制限した関数の最大値
は f(±2, ±2) = 52，最小値は f(±2, ∓2) = 28である．前半の議論と合わせると，f(x, y)のD

上での最大値は 52，最小値は 0となる．
問題 5.5
1. S(p, q) = (y1 − 17.7)2 + (y2 − 13.3)2 + (y3 − 9.9)2 + (y4 − 7.7)2 とおき，

y1 = p + q, y2 = 2p + q, y3 = 3p + q, y4 = 4p + q
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を代入すると，

S(p, q) = 30p2 + 4q2 + 20pq − 209.6p − 97.2q + 647.48

となる．偏微分を行うと，

∂S

∂p
= 60p + 20q − 209.6,

∂S

∂q
= 20p + 8q − 97.2

を得る．これらを 0とする連立一次方程式を解くと，p = −3.34, q = 20.5 となるので，求める回帰直線
は y = −3.34x + 20.5である．

2. 定理 5.5.1の証明と同様に，f(p, q) =
∑n

i=1(pai + q − bi)2とおく．回帰直線 y = px + qの係数 p, qは

は fp(p, q) =
n∑

i=1

2ai(pai + q − bi) = 0と fq(p, q) =
n∑

i=1

2(pai + q − bi) = 0を満たす．この 2式をま

とめて行列で表示すると， 
n∑

i=1

a2
i

n∑
i=1

ai

n∑
i=1

ai n


(

p

q

)
=


n∑

i=1

aibi

n∑
i=1

bi


となる．左辺は tAAxであり，右辺は tAbであるから，これは正規方程式である．

3. 曲線 f(x, y) = 1のパラメータ表示を (x, y) = (a cos θ, b sin θ)で与える．θ = θ0 において (x0, y0)とす
る．y0 ̸= 0のときの接線の方程式は定理 3.1.24より

y = b cos θ0

−a sin θ0
(x − a cos θ0) + b sin θ0 = b2x0

−a2y0
(x − x0) + y0

で与えられる．整理すると，−a2y0(y − y0) = b2x0(x − x0)より，b2x0x + a2y0y = b2x2
0 + a2y2

0 と

なり，a2b2 で割ると
x0x

a2 + y0y

b2 = x2
0

a2 + y2
0

b2 = 1となる．よって，y0 ̸= 0のときの接線の方程式は

x0x

a2 + y0y

b2 = 1である．y0 = 0のときの曲線上の点は (a, 0), (−a, 0)であり，そこでの接線の方程式は

x = ±aである．よって，これらの点でも接線は式
x0x

a2 + y0y

b2 = 1により与えられる．以上により，接

線の方程式は
x0x

a2 + y0y

b2 = 1であることが従う．勾配ベクトルは∇f(x, y) =
(2x0

a2 ,
2y0

b2

)
である．一

方，接線は直線
x0x

a2 + y0y

b2 = 0と平行であり，この式は内積を使って(
x0/a2

y0/b2

)
·

(
x

y

)
= 0

と書くことができる．つまり，この直線上のすべての点と勾配ベクトル∇f(x, y)は直交する．接線はこ
の直線と平行であることから，接線と勾配ベクトル∇f(x, y)も直交することが従う．

4. ∇f(x, y) = (2x, 8y)より，

(an+1, bn+1) = (an, bn) − α(2an, 8bn) = (an, bn) − (0.2an, 0.8bn) = (0.8an, 0.2bn)

である．よって，求める点列は {(an, bn)} =
{((4

5

)n

a0,
(1

5

)n

b0

)}
であり，この点列は n → ∞と

すると原点 (0, 0)に収束する．
問題 6.1

1. （ 1）
∫∫

D

(x + 2y)dxdy =
∫ 2

1

∫ 1

0
(x + 2y)dxdy =

∫ 2

1

[1
2x2 + 2xy

]1

0
dy =

∫ 2

1

(1
2 + 2y

)
dy =[1

2y + y2
]2

1
= (1 + 4) −

(1
2 + 1

)
= 7

2
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（ 2）
∫∫

D

(x+y)(2x−3y)dxdy =
∫ 2

1

∫ 1

0
(2x2−xy−3y2)dxdy =

∫ 2

1

[2
3x3 − 1

2x2y − 3xy2
]1

0
dy =∫ 2

1

(2
3 − 1

2y − 3y2
)

dy =
[2

3y − 1
4y2 − y3

]2

1
=
(4

3 − 1 − 8
)

−
(2

3 − 1
4 − 1

)
= −85

12

（ 3）
∫∫

D

ex+ydxdy =
∫ 2

1

∫ 1

0
exeydxdy =

∫ 2

1
ey dy ·

∫ 1

0
exdx =

[
ey
]2

1
·
[
ex
]1

0
= (e2−e)(e−1) =

e(e − 1)2

（ 4）
∫∫

D

(x + y)exdxdy =
∫ 2

1

∫ 1

0
(x + y)exdxdy =

∫ 2

1

∫ 1

0
(xex + yex)dxdy

=
∫ 2

1

[
xex−ex+yex

]1

0
dy =

∫ 2

1
(ye−(−1+y))dy =

∫ 2

1
((e−1)y+1)dy =

[
e − 1

2 y2 + y
]2

1
=

(2(e − 1) + 2) −
(

e − 1
2 + 1

)
= 3e − 1

2

2. （ 1）
∫∫

D

xy dxdy =
∫ 1

0

∫ 1−y

0
xy dxdy =

∫ 1

0

[1
2x2y

]1−y

0
=
∫ 1

0

1
2(1 − y)2y dy

=
∫ 1

0

1
2(y3 − 2y2 + y) dy = 1

2

[1
4y4 − 2

3y3 + 1
2y2
]1

0
= 1

2

(1
4 − 2

3 + 1
2

)
= 1

24

（ 2）
∫∫

D

xy dxdy =
∫ 1

0

∫ 2

2y

xy dxdy =
∫ 1

0

[1
2x2y

]2

2y
dy =

∫ 1

0
(2y − 2y3)dy =

[
y2 − 1

2y4
]1

0
=

1 − 1
2 = 1

2

（ 3） 直線 x − 2y = 0と x + y = 6の交点は (4, 2)だから，
∫∫

D

xy dxdy =
∫ 2

0

∫ 6−y

2y

xy dxdy =∫ 2

0

[1
2x2y

]6−y

2y
dy =

∫ 2

0

1
2((6 − y)2y − 4y3)dy =

∫ 2

0

1
2(36y − 12y2 − 3y3)dy

= 1
2

[
18y2 − 4y3 − 3

4y4
]2

0
= 1

2(72 − 32 − 12) = 14

（ 4） 直線 x − 2y = 0と x + y = 6の交点は (4, 2)，直線 2x − y = 0と x + y = 6の交点は (2, 4)で
ある．よって，∫∫

D

xy dxdy =
∫ 2

0

∫ 2y

y/2
xy dxdy +

∫ 4

2

∫ 6−y

y/2
xy dxdy

=
∫ 2

0

[1
2x2y

]2y

y/2
dy +

∫ 4

2

[1
2x2y

]6−y

y/2
dy

=
∫ 2

0

(
2y3 − 1

8y3
)

dy +
∫ 4

2

(1
2(6 − y)2y − 1

8y3
)

dy

=
∫ 2

0

15
8 y3dy +

∫ 4

2

1
2

(
36y − 12y2 + 3

4y3
)

dy

=
[15

32y4
]2

0
+ 1

2

[
18y2 − 4y3 + 3

16y4
]4

2

= 15
2 + 1

2
(
(18 · 42 − 44 + 3 · 42) − (18 · 4 − 32 + 3)

)
= 15

2 + 37
2 = 26

3. （ 1） y = x2 と y = x + 2の交点は，x2 − x − 2 = (x − 2)(x + 1) = 0より，(−1, 1), (2, 4)である．
よって，∫∫

D

(x + 2y) dxdy =
∫ 2

−1

∫ x+2

x2
(x + 2y)dydx =

∫ 2

−1

[
xy + y2

]x+2

x2
dx



42 数理情報・工学系のための数学教程【基礎編１】　微分積分

=
∫ 2

−1
((x(x + 2) + (x + 2)2) − (x3 + x4))dx =

∫ 2

−1
(−x4 − x3 + 2x2 + 6x + 4)dx

=
[
−1

5x5 − 1
4x4 + 2

3x3 + 3x2 + 4x
]2

−1

=
(

−32
5 − 4 + 16

3 + 12 + 8
)

−
(1

5 − 1
4 − 2

3 + 3 − 4
)

= 333
20

（ 2） x = yと x = 2 − y2の交点は，y + y2 − 2 = (y − 1)(y + 2) = 0より，(−2, −2), (1, 1)である．
よって，∫∫

D

(2 − y) dxdy =
∫ 1

−2

∫ 2−y2

y

(2 − y) dxdy =
∫ 1

−2

[
(2 − y)x

]2−y2

y
dy

=
∫ 1

−2
(2 − y)(2 − y2 − y)dy =

∫ 1

−2
(y3 − y2 − 4y + 4)dy

=
[1

4y4 − 1
3y3 − 2y2 + 4y

]1

−2
=
(1

4 − 1
3 − 2 + 4

)
−
(

4 + 8
3 − 8 − 8

)
= 45

4

（ 3） 極座標を使って計算する．途中，t = cos θとおく．

∫∫
D

x2y dxdy =
∫ π/2

0

∫ 2

0
r3 cos2 θ sin θ rdrdθ

=
∫ 2

0
r4 dr ·

∫ 0

1
t2(−dt) =

[1
5r5
]2

0
·
[1

3 t3
]1

0
= 32

5
1
3 = 32

15

（ 4） ex ≤ ey+1 = eey より，x ≤ ey である．また，e2x ≥ ey+1 ≥ e2ey−1 より，x ≥ ey−1 である．

よって，

∫∫
D

y

x
dxdy =

∫ 2

0

∫ ey

ey−1

y

x
dxdy =

∫ 2

0

[
y log x

]ey

ey−1
dy =

∫ 2

0
(y2 − y(y − 1))dy =∫ 2

0
y dy =

[1
2y2
]2

0
= 2 − 0 = 2

（ 5） x = 2yと y = 1の交点は (2, 1)である．この問題は ey2
の積分の計算ができないため，変数xで先に

積分する必要がある．

∫∫
D

ey2
dxdy =

∫ 1

0

∫ 2y

0
ey2

dxdy =
∫ 1

0

[
xey2

]2y

0
dy =

∫ 1

0
2yey2

dy =[
ey2
]1

0
= e1 − e0 = e − 1

4. 積分範囲はD = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ x(2 − x)}である．これは放物線 y = x(2 − x)と
x軸に囲まれた領域であり，x2 − 2x + y = 0を解くと，x = 1 ±

√
1 − y となるので，D = {(x, y) ∈

R2 | 1 −
√

1 − y ≤ x ≤ 1 +
√

1 − y, 0 ≤ y ≤ 1}と表すことができる．よって，求める積分の式は∫ 1

0
dy

∫ 1+
√

1−y

1−
√

1−y

f(x, y)dxである．

5. 底面は z = 0を代入すると，D =
{

(x, y) ∈ R2 | x ≥ 0, y ≥ 0, x + 1
2y ≤ 1

}
で与えられることが分か

る．（立体の図を書いて，z = 0が底面になっていることを理解する必要があります！）D = {(x, y) ∈
R2 | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2(1 − x)}と書き換えて計算すると，∫∫

D

2
(

1 − x − 1
2y
)

dxdy = 2
∫ 1

0

(∫ 2(1−x)

0

(
1 − x − 1

2y
)

dy

)
dx

= 2
∫ 1

0

[
y − xy − 1

4y2
]2(1−x)

0
dx = 2

∫ 1

0

(
2(1 − x)2 − (1 − x)2) dx

= 2
∫ 1

0
(1 − x)2dx = 2

[
− (1 − x)3

3

]1

0
= 2

3

6. 定理 6.1.16より，微分と積分の順番を交換してよい．
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（ 1） f ′(t) = d

dt

∫ 2

1

etx

x
dx =

∫ 2

1

∂

∂t

etx

x
dx =

∫ 2

1
etx dx =

[1
t

etx
]2

1
= e2t − et

t

（ 2） f ′(t) = d

dt

∫ 2

1
log(tx) dx =

∫ 2

1

∂

∂t
log(tx) dx =

∫ 2

1

x

tx
dx =

∫ 2

1

1
t

dx = 1
t

[
x
]2

1
= 1

t

（ 3） f ′(t) = d

dt

∫ π

a

sin(tx)
x

dx =
∫ π

a

∂

∂t

sin(tx)
x

dx =
∫ π

a

cos(tx) dx =
[ sin tx

t

]π

a
= sin πt − sin at

t

問題 6.2

1. ϕ′(t) = − sin tおよび 0 ≤ t ≤ πにおいて sin t ≥ 0であることから，定理 6.2.1より，
∫ 1

−1

√
1 − x2dx =∫ π

0

√
1 − cos2 t |− sin t| dt =

∫ π

0
sin2 t dt =

∫ π

0

1 − cos 2t

2 dt = 1
2

[
t − 1

2 sin 2t
]π

0
= π

2

2. x + y = 2u, x − y = −2v より，u = x + y

2 , v = y − x

2 であり，x = u + v, y = u − v より，

∂φ(u, v)
∂(u, v) = det

(
xu xv

yu yv

)
= det

(
1 1
1 − 1

)
= −2 である．また，f(x, y) = f(u + v, u − v) =

e(u+v)+(u−v) = e2u, φ−1(D) = {(u, v) ∈ R2 | −1 ≤ u ≤ 1, −1 ≤ v ≤ 1} である．よって，定
理 6.2.3より，∫∫

D

ex+ydxdy =
∫ 1

−1

∫ 1

−1
e2u| − 2|dudv =

∫ 1

−1
dv ·

∫ 1

−1
2e2udu

=
[
v
]1

−1
·
[
e2u
]1

−1
= (1 − (−1))(e2 − e−2) = 2(e2 − e−2)

3. （ 1） x + y = u, x − y = v とおくと，x = u + v

2 , y = u − v

2 であり，
∂φ(u, v)
∂(u, v) = det

(
xu xv

yu yv

)
=

det

(
1/2 1/2
1/2 − 1/2

)
= −1

2 である．また，f(x, y) = (x+y)2ex−y = u2ev, φ−1(D) = {(u, v) ∈

R2 | −1 ≤ u ≤ 1, −1 ≤ v ≤ 1}である．よって，定理 6.2.3より，∫∫
D

(x + y)2ex−ydxdy =
∫ 1

−1

∫ 1

−1
u2ev

∣∣∣−1
2

∣∣∣ dudv = 1
2

∫ 1

−1
u2 du ·

∫ 1

−1
evdv

= 1
2

[1
3u3

]1

−1
·
[
ev
]1

−1
= 1

2

(1
3 −

(
−1

3

))
(e1 − e−1) = 1

3(e − e−1)

（ 2） u = 2x−y, v = x+2yとおくと，x = 2u + v

5 , y = −u + 2v

5 であり，
∂φ(u, v)
∂(u, v) = det

(
xu xv

yu yv

)
=∣∣∣∣∣ 2

5
1
5

− 1
5

2
5

∣∣∣∣∣ = 1
5 である．また，f(x, y) = (2x − y)2(x + 2y)2 = u2v2, φ−1(D) = {(u, v) ∈

R2 | −1 ≤ u ≤ 1, −2 ≤ v ≤ 2}である．よって，定理 6.2.3より，∫∫
D

(2x − y)2(x + 2y)2dxdy =
∫ 2

−2

∫ 1

−1
u2v2

∣∣∣15 ∣∣∣ dudv = 1
5

∫ 1

−1
u2 du ·

∫ 2

−2
v2 dv

= 1
5

[1
3u3

]1

−1
·
[1

3v3
]2

−2
= 1

5

(1
3 −

(
−1

3

))(8
3 −

(
−8

3

))
= 1

5
2
3

16
3 = 32

45

（ 3） x = r cos θ, y = r sin θとおくと，定理 6.2.6より，∫∫
D

e
√

x2+y2
dxdy =

∫ 2π

0

∫ 1

0
er rdrdθ =

∫ 2π

0
dθ ·

∫ 1

0
rer dr

=
[
θ
]2π

0
·
[
rer − er

]1

0
= 2π((e − e) − (−1)) = 2π
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（ 4） x = ar cos θ, y = br sin θ (a > 0, b > 0, r ≥ 0) とおくと，∂φ(r, θ)
∂(r, θ) = det

(
xr xθ

yr yθ

)
=∣∣∣∣∣a cos θ − ar sin θ

b sin θ br cos θ 2
5

∣∣∣∣∣ = abr である．また，f(x, y) = x2 + y2 = r2(a2 cos2 θ + b2 sin2 θ)，

φ−1(D) = {(r, θ) ∈ R2 | 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π} である．よって，定理 6.2.3より，∫∫
D

(x2 + y2)dxdy =
∫ 2π

0

∫ 1

0
r2(a2 cos2 θ + b2 sin2 θ)|abr| drdθ

= ab

∫ 1

0
r3dr ·

∫ 2π

0
(a2 cos2 θ + b2 sin2 θ)dθ

= ab
[1

4r4
]1

0
·
∫ 2π

0

(
a2(1 + cos 2θ)

2 + b2(1 − cos 2θ)
2

)
dθ

= ab

4

[
a2

2

(
θ + 1

2 sin 2θ
)

+ b2

2

(
θ − 1

2 sin 2θ
)]2π

0

= ab(a2 + b2)π
4

（ 5） x = r cos θ, y = r sin θとおくと，定理 6.2.6および定理 4.2.8より，∫∫
D

(x3 + y3)dxdy =
∫ π/2

0

∫ 1

0
r3(cos3 θ + sin3 θ) rdrdθ

=
∫ 1

0
r4 dr ·

∫ π/2

0
(cos θ + sin θ)(cos2 θ − cos θ sin θ + sin2 θ) dθ

=
[1

5

]1

0
·
∫ π/2

0
(cos θ + sin θ)(1 − cos θ sin θ) dθ

= 1
5

∫ π/2

0
(cos θ + sin θ − cos2 θ sin θ − cos θ sin2 θ) dθ

= 1
5

∫ π/2

0
(cos θ + sin θ − (1 − sin2 θ) sin θ − cos θ(1 − cos2 θ)) dθ

= 1
5

∫ π/2

0
(sin3 θ + cos3 θ)) dθ = 1

5

(
2!!
3!! + 2!!

3!!

)
= 1

5
4
3 = 4

15

4. x = r cos θ, y = r sin θとおくと，定理 6.2.6より，∫ b

a

∫ f(θ)

0
rdrdθ =

∫ b

a

[1
2r2
]f(θ)

0
dθ =

∫ b

a

1
2f(θ)2 dθ

となり，主張が従う．

5. （ 1） (x − a)2 + y2 = (r cos θ − a)2 + (r sin θ)2 = r2 − 2ar cos θ + a2 より，{
(x, y) ∈ R2 | (x − a)2 + y2 ≤ a2} =

{
(r, θ) | r2 − 2ar cos θ ≤ 0

}
= {(r, θ) | r ≤ 2a cos θ}

となる．ここで，r ≥ 0より cos θ ≥ 0であるため，θの存在範囲は− π
2 ≤ θ ≤ π

2 である．

（ 2） x2 + y2 ≤ xを
(

x − 1
2

)2
+ y2 ≤ 1

4 と書ける．x = r cos θ, y = r sin θ とおくと，( 1 )より

φ−1(D) = {(r, θ) ∈ R2 | 0 ≤ r ≤ cos θ, − π
2 ≤ θ ≤ π

2 } と表すことができる．よって，定
理 6.2.6および定理 4.2.8より，∫∫

D

√
xdxdy =

∫ π/2

−π/2

∫ cos θ

0

√
r cos θ rdrdθ =

∫ π/2

−π/2

[2
5r

5
2

]cos θ

0

√
cos θ dθ
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=
∫ π/2

−π/2

2
5 cos3 θ dθ = 4

5

∫ π/2

0
cos3 θ dθ = 4

5
2!!
3!! = 4

5
2
3 = 8

15

6. （ 1） 定理 6.2.12より∫∫
D

√
1 + f2

x + f2
y dxdy =

∫ 2

0

∫ 1

0

√
1 + (−2x)2 + 32 dxdy

=
∫ 2

0
dy ·

∫ 1

0

√
10 + 4x2 dx =

[
y
]2

0
·
∫ 1

0
2
√

5
2 + x2 dx

= 4

[
1
2

(
x

√
x2 + 5

2 + 5
2 log

∣∣∣∣∣x +
√

x2 + 5
2

∣∣∣∣∣
)]1

0

= 4

(
1
2

(√
1 + 5

2 + 5
2 log

(
1 +

√
1 + 5

2

)))
− 4

(
1
2

(
5
2 log

√
5
2

))

=
√

14 + 5 log
√

7 +
√

2√
5

（ 2） 定理 6.2.12および定理 6.2.6より，∫∫
D

√
1 + f2

x + f2
y dxdy =

∫∫
D

√
1 + (2y)2 + (2x)2 dxdy

=
∫ 2π

0

∫ 2

0

√
1 + 4 sin2 θ + 4 cos2 θ rdrdθ =

√
5
∫ 2π

0
dθ ·

∫ 2

0
r dr

=
√

5
[
θ
]2π

0
·
[1

2r2
]2

0
=

√
5 · 2π · 1

2(4 − 0) = 4
√

5π

（ 3） 定理 6.2.12および定理 6.2.6より，

∫∫
D

√
1 + f2

x + f2
y dxdy =

∫∫
D

√√√√1 +

(
−x√

2 − x2 − y2

)2

+

(
−y√

2 − x2 − y2

)2

dxdy

=
∫∫

D

√
2

2 − x2 − y2 dxdy =
∫ 2π

0

∫ √
2

0

√
2

2 − r2 rdrdθ

=
√

2
∫ 2π

0
dθ ·

∫ √
2

0

r√
2 − r2

dr =
√

2
[
θ
]2π

0
·
[

−
√

2 − r2
]

0

√
2 =

√
2 · 2π ·

√
2 = 4π

問題 6.3

1. （ 1） f(x, y) = yとおくと，

∫
C

y dx =
∫ 1

0
f(t2, t2)(t2)′dt =

∫ 1

0
t2 2t dt =

∫ 1

0
2t3 dt =

[1
2 t4
]1

0
= 1

2

である．同様に，f(x, y) = xとおくと，

∫
C

x dy =
∫ 1

0
f(t2, t2)(t2)′dt = 1

2 である．

（ 2） f(x, y) = yとおくと，

∫
C

y dx =
∫ 1

0
f(t, t2)(t)′dt =

∫ 1

0
t2 dt =

[1
3 t3
]1

0
= 1

3である．f(x, y) =

xとおくと，

∫
C

x dy =
∫ 1

0
f(t, t2)(t2)′dt =

∫ 1

0
t 2t dt =

∫ 1

0
2t2 dt =

[2
3 t3
]1

0
= 2

3 である．

（ 3） f(x, y) = yとおくと，

∫
C

y dx =
∫ 1

0
f(t, 0)(t)′dt+

∫ 2

1
f(1, t−1)(1)′dt =

∫ 1

0
0 dt+

∫ 2

1
0 dt = 0

である．f(x, y) = x とおくと，

∫
C

x dy =
∫ 1

0
f(t, 0)(0)′dt +

∫ 2

1
f(1, t − 1)(t − 1)′dt =
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0
0 dt +

∫ 2

1
dt = 0 +

[
t
]2

1
= (2 − 1) = 1である．

2. （ 1）
∫

C

xdy − ydx =
∫ 2π

0

(
cos t (sin t)′dt − sin t (cos t)′) dt =

∫ 2π

0

(
cos2 t + sin2 t

)
dt =

∫ 2π

0
dt

=
[

t
]2π

0
= 2π

（ 2）
∫

C

xdy − ydx =
∫ 2π

0

cos t sin t

(cos2 t + sin2 t)2 (sin t)′dt =
∫ 2π

0
cos2 t sin t dt =

[
−1

3 cos3 t
]2π

0
= 0

3. （ 1） 定理 4.2.9を用いると，∫
C

xdy =
∫ 2π

0
a cos3 t(a sin3 t)′dt =

∫ 2π

0
a2 cos3 t 3 sin2 t cos t dt

= 3a2
∫ 2π

0
cos4 t sin2 t dt = 12a2

∫ π/2

0
cos4 t sin2 t dt

= 12a2 (4 − 1)!! (2 − 1)!!
6!!

π

2 = 12a2 3 · 1
6 · 4 · 2

π

2 = 3
8πa2

（ 2） (x, y) = (a(1 + cos t) cos t, a(1 + cos t) sin t)である．
∫ 2π

0
sin2 t cos t dt =

∫ 2π

0
cos3 t dt = 0，

定理 4.2.8と定理 4.2.9を用いると，∫
C

xdy =
∫ 2π

0
a(1 + cos t) cos t(a(1 + cos t) sin t)′dt

= a2
∫ 2π

0
(1 + cos t) cos t(− sin2 t + (1 + cos t) cos t)dt

= a2
∫ 2π

0
(cos t + cos2 t)(− sin2 t + cos2 t + cos t)dt

= a2
∫ 2π

0
(− sin2 t cos t + 2 cos3 t + cos2 t − sin2 t cos2 t + cos4 t)dt

= 4a2
∫ π/2

0
(cos2 t − sin2 t cos2 t + cos4 t)dt

= 4a2
(

1!!
2!!

π

2 − 1!! 1!!
4!!

π

2 + 3!!
4!!

π

2

)
= 2a2

(1
2 − 1

8 + 3
8

)
π = 3

2πa2

（ 3） (x, y) = (a
√

| cos 2t| cos t, a
√

| cos 2t| sin t)である．レムニスケートの右半分である−π

4 ≤ t ≤

π

4 における曲線が囲む領域の面積を計算する．変数変換 2t = θおよび定理 4.2.8を用いると，∫
C

xdy =
∫ π/4

−π/4
a
√

cos 2t cos t(a
√

cos 2t sin t)′dt

= a2
∫ π/4

−π/4

√
cos 2t cos t(

√
cos 2t sin t)′dt

= a2
∫ π/4

−π/4

√
cos 2t cos t

(
− sin 2t√

cos 2t
sin t +

√
cos 2t cos t

)
dt

= a2
∫ π/4

−π/4
cos t (− sin 2t sin t + cos 2t cos t) dt
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= a2
∫ π/4

−π/4

(
−1

2 sin2 2t + 1
2 cos2 2t + 1

2 cos 2t
)

dt

= a2
∫ π/2

−π/2

(
−1

2 sin2 θ + 1
2 cos2 θ + 1

2 cos θ
)

dθ

2

= a2

4

∫ π/2

−π/2

(
− sin2 θ + cos2 θ + cos θ

)
dθ

= a2

2

∫ π/2

0

(
− sin2 θ + cos2 θ + cos θ

)
dθ

= a2

2

(
−π

4 + π

4 + 1
)

= a2

2

4. C1 と C2 を Aと Bを結ぶ曲線とする．C1 と C2 は点 A, B以外では交わらないと仮定し，C1 と C2 に

囲まれる領域をDとする．Dの境界C はC1と，C2を逆に辿った曲線を繋いだ曲線とする．P (x, y)と
Q(x, y)はR2 上で C1 級であることから，グリーンの定理（定理 6.3.2）より，(∫

C1

P (x, y)dx + Q(x, y)dy

)
−
(∫

C2

P (x, y)dx + Q(x, y)dy

)

=
∫

C

P (x, y)dx + Q(x, y)dy =
∫∫

D

(Qx(x, y) − Py(x, y))dxdy = 0

となるので， (∫
C1

P (x, y)dx + Q(x, y)dy

)
=
(∫

C2

P (x, y)dx + Q(x, y)dy

)
が成り立つ．C1とC2が点A, B以外でも交わる場合には，端点A,Bを固定したまま曲線C1をC2の位

置まで動かすことを考えると，有限個の曲線 C′
1, C′

2, . . . , C′
n で，C1 = C′

1, C2 = C′
n であり，かつ，各

i = 1, 2, . . . , n − 1について，Ci と Ci+1 は点 A, B以外では交わらないものを選ぶことができる．各 i

に対して前半の議論を適用すれば，Ci に沿った積分値がすべて等しくなることが従う．

5. P (x, y) = ex +2xy, Q(x, y) = e2y +x2とすると，これらはR2上でC1級であり，かつ，Py(x, y) = 2x

とQx(x, y) = 2xは一致する．よって，上の問題（問題 6.3.4）より，積分値は 2点を結ぶ曲線の位置に
は依存しない．

6. P (x, y) = −y

x2 + y2 , Q(x, y) = x

x2 + y2 とすると，Py(x, y) = −x2 + y2

(x2 + y2)2 とQx(x, y) = y2 − x2

(x2 + y2)2

は一致する．原点が C の外側にあるとき，C が囲む有界閉領域をDとすると，P (x, y)とQ(x, y)はD

上で C1 級であり，グリーンの定理（定理 6.3.2）より，∫
C

P (x, y)dx + Q(x, y)dy =
∫∫

D

(Qx(x, y) − Py(x, y))dxdy = 0

が従う．原点が C の内側にあるとき，原点を中心とし，C の内側にある円 C′ を考える．C 上の点 Aと
C′上の点Bを線分 Lで結び，AからスタートしてC を反時計回りに１周し，線分 Lを渡ってBに行き，
BからC′に沿って時計回りに１周し，線分 Lを渡ってAに戻る積分路をC′′とする．C とC′′を間の領

域を有界閉領域D′ とすると，P (x, y)とQ(x, y)はD上で C1 級であり，グリーンの定理（定理 6.3.2）
より，

0 =
∫∫

D′
(Qx(x, y) − Py(x, y))dxdy =

∫
C′′

P (x, y)dx + Q(x, y)dy

=
∫

C

P (x, y)dx + Q(x, y)dy +
∫

L

P (x, y)dx + Q(x, y)dy

−
∫

C′
P (x, y)dx + Q(x, y)dy −

∫
L

P (x, y)dx + Q(x, y)dy
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=
∫

C

P (x, y)dx + Q(x, y)dy −
∫

C′
P (x, y)dx + Q(x, y)dy

となり， ∫
C

P (x, y)dx + Q(x, y)dy =
∫

C′
P (x, y)dx + Q(x, y)dy

が従う．よって，C′ に沿った線積分を求めればよい．C′ を r > 0 と変数 0 ≤ t ≤ 2π を用いて

(r cos t, r sin t)と表すと，∫
C′

P (x, y)dx + Q(x, y)dy =
∫ 2π

0

(−r sin t

r2 (r cos t)′ + r cos t

r2 (r sin t)′
)

dt

=
∫ 2π

0

(
sin2 + cos2 t

)
dt =

∫ 2π

0
dt =

[
t
]2π

0
= 2π

となる．

問題 6.4

1. （ 1） lim
n→∞

∫∫
Kn

xyex2−y2
dxdy = lim

n→∞

∫ n

−n

xex2
dx·
∫ n

−n

ye−y2
dy = lim

n→∞

[1
2ex2

]n

−n
·
[
−1

2e−y2
]n

−n

= lim
n→∞

(1
2(en2

− e(−n)2
)
)(1

2(e−n2
− e−(−n)2

)
)

= 0

（ 2） 例えばK′
n = {(x, y) ∈ R2 | −n ≤ x ≤ 2n, −n ≤ y ≤ 2n}とすると，

lim
n→∞

∫∫
K′

n

xyex2−y2
dxdy = lim

n→∞

∫ 2n

−n

xex2
dx ·

∫ 2n

−n

ye−y2
dy

= lim
n→∞

[1
2ex2

]2n

−n
·
[
−1

2e−y2
]2n

−n

= lim
n→∞

(1
2(e(2n)2

− e(−n)2
)
)(

−1
2(e−(2n)2

− e−(−n)2
)
)

= lim
n→∞

1
4

(
e4n2

− en2
)(

e−n2
− e−4n2

)
)

= lim
n→∞

1
4

(
e3n2

− 1 − 1 + e−3n2
)

= ∞

2. （ 1） Kn = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ n, 0 ≤ y ≤ n}とすると，∫∫
D

e−x−ydxdy = lim
n→∞

∫ n

0

∫ n

0
e−x−ydxdy = lim

n→∞

∫ n

0
e−xdx ·

∫ n

0
e−ydy

= lim
n→∞

[
− e−x

]n

0
·
[

− e−y
]n

0
= lim

n→∞
(−e−n + 1)2 = 1

（ 2） 近似列をKn =
{

(x, y) ∈ R2 | 1
n

≤ x2 + y2 ≤ 1
}
とし，(x, y) = (r cos θ, r sin θ)とすると，∫∫

D

log(x2 + y2)dxdy = lim
n→∞

∫ 2π

0

∫ 1

1/n

log r2 rdrdθ = lim
n→∞

∫ 2π

0
dθ ·

∫ 1

1/n

2r log r dr

=
[

θ
]2π

0
× lim

n→∞

([
r2 log r

]1

1/n
−
∫ 1

1/n

r dr

)
= lim

n→∞
2π

(
− 1

n2 log 1
n

−
[1

2r2
]1

1/n

)

= lim
n→∞

2π

(
log n

n2 − 1
2

(
1 − 1

n2

))
= −π

3. （ 1） x ≥ 1において e−x2
≤ e−x が成り立つ．a > 1に対して∫ a

1
e−x2

dx ≤
∫ a

1
e−xdx ≤

∫ ∞

1
e−xdx = lim

b→∞

[
− e−x

]b

1
= lim

b→∞
(−e−b + e−1) = e−1
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が成り立つ．aを大きくすると左辺は単調に増加し，さらに上に有界であるため，ある実数に収束す

る．この実数を c1 とする．

∫ 1

0
e−x2

dxは有界閉区間 [0, 1]上の連続関数 e−x2
の積分なので，積

分可能である．この積分値を c2 とする．このとき，広義積分

∫ ∞

−∞
e−x2

dxの値は c1 + c2 となる

ので，存在する．

（ 2） ( 1 )より
∫ ∞

0
e−x2

dxが存在する．よって，定理 6.4.5より，

∫∫
[0,∞)×[0,∞)

e−x2−y2
dxdy =

(∫ ∞

0
e−x2

dx

)(∫ ∞

0
e−y2

dy

)
=
(∫ ∞

0
e−x2

dx

)2

が成り立つ．左辺は∫∫
[0,∞)×[0,∞)

e−x2−y2
dxdy =

∫ π/2

0

∫ ∞

0
e−r2

rdrdθ =
∫ π/2

0
dθ ·

∫
0∞

re−r2
dr

=
[

θ
]π/2

0
·
[
−1

2e−r2
]∞

0
= π

2

(
0 + 1

2

)
= π

4

となる．よって，

∫ ∞

0
e−x2

dx =
√

π

4 =
√

π

2 が従う．

4. （ 1） (x, y) = (r cos θ, r sin θ)とすると，

Γ(p) Γ(q) = 4
∫∫

[0,∞)2
e−(x2+y2)x2p−1y2q−1 dxdy

= 4
∫ π/2

0

∫ ∞

0
e−r2

r2p−1 cos2p−1 θr2q−1 sin2q−1 θ rdrdθ

= 4
∫ ∞

0
e−r2

r2(p+q)−1 dr ·
∫ π/2

0
sin2q−1 θ cos2p−1 θ dθ

より従う．

（ 2） 定理 4.3.17 ( 3 )と例題 4.3.21より，

Γ(p) Γ(q) = 2
∫ ∞

0
e−r2

r2(p+q)−1 dr · 2
∫ π/2

0
sin2q−1 θ cos2p−1 θ dθ = Γ(p + q)B(q, p)

が成り立つ．ちなみに，定理 4.3.17 ( 1 ) により，最後の式はΓ(p+q)B(p, q)と書くこともできる．
問題 7.1

1. （ 1） 定理 7.1.2および例 7.1.1より，
∞∑

n=1

1 + 2n

3n
=

∞∑
n=1

((1
3

)n

+
(2

3

)n)
= 1

3

∞∑
n=0

(1
3

)n

+2
3

∞∑
n=0

(2
3

)n

= 1
3

1
1 − 1

3
+ 2

3
1

1 − 2
3

= 1
3

3
2 + 2

3 3 = 5
2

（ 2）
m∑

n=1

1
n(n + 1) =

m∑
n=1

( 1
n

− 1
n + 1

)
= 1 − 1

2 + 1
2 − 1

3 + · · · + 1
m

− 1
m + 1 = 1 − 1

m + 1 より，

∞∑
n=1

1
n(n + 1) = lim

m→∞

m∑
n=1

1
n(n + 1) = lim

m→∞

(
1 − 1

m + 1

)
= 1

2.
∞∑

n=1

1
n

=
∞∑

k=0

( 1
2k + 1 + 1

2k + 2 + · · · + 1
2k + 2k

)
≥

∞∑
k=0

1
2 = ∞ より発散する．補足として，問題文

にある不等式は，具体的に書くと

1 + 1
2 + 1

3 + 1
4 + 1

5 + 1
6 + 1

7 + 1
8 + · · · + 1

2m



50 数理情報・工学系のための数学教程【基礎編１】　微分積分

> 1 + 1
2 +

(1
4 + 1

4

)
+
(1

8 + 1
8 + 1

8 + 1
8

)
+ · · · +

( 1
2m

+ · · · + 1
2m

)
ということ．m → ∞とすると右辺は∞に発散するので，

∞∑
n=1

1
n
も発散する．

3. （ 1） lim
n→∞

n4

n4 + n2 = lim
n→∞

1
1 + 1

n2

= 1 > 0であることから，定理 7.1.3より
∞∑

n=1

n4

n4 + n2 は発散

する．

（ 2） n2

n3 + 1 = 1
n + 1

n2

= 1
n

( 1
1 + 1

n3

)
≥ 1

2n
である．問題 7.1.2より

∞∑
n=1

1
n
は∞に発散するので，

定理 7.1.7 ( 2 ) より，
∞∑

n=1

n2

n3 + 1 は発散する．

（ 3） lim
n→∞

(
n

n + 1

)n

= lim
n→∞

1(
1 + 1

n

)n = 1
e

> 0であることから，定理 7.1.3より
∞∑

n=1

(
n

n + 1

)n

は発散する．

（ 4） 1
n3 <

1
n(n + 1) であり，問題 7.1.1 ( 2 ) より

∞∑
n=1

1
n(n + 1) は 1に収束する．よって，定理 7.1.7

( 1 ) より，
∞∑

n=1

1
n3 は収束する．

（ 5） | sin n|
2n

<
1

2n
であり，例 7.1.1より

∞∑
n=1

1
2n
は

1
2

1
1 − 1

2
= 1に収束する．よって，定理 7.1.7 ( 1 )

より，
∞∑

n=1

| sin n|
2n

は収束する．

（ 6） log n < nより
1

log n
>

1
n
であり，問題 7.1.2より

∞∑
n=1

1
n
は∞に発散する．よって，定理 7.1.7

( 2 ) より，
∞∑

n=1

1
log n

は発散する．

4. （ 1） lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

n + 1
2n+1

2n

n
= lim

n→∞

1 + 1
n

2 = 1
2 < 1 より収束する．

（ 2） lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

2n+1

(n + 1)!
n!
2n

= lim
n→∞

2
n + 1 = 0 < 1 より収束する．

（ 3） lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n + 1)n+1

(n + 1)!
n!
nn

= lim
n→∞

(n + 1)n

n!
n!
nn

= lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n

= e > 1 より発

散する．

5. （ 1） lim
n→∞

(an)
1
n = lim

n→∞

((
n

n + 1

)−n2) 1
n

= lim
n→∞

(
n

n + 1

)−n2× 1
n = lim

n→∞

(
n

n + 1

)−n

= lim
n→∞

(
n + 1

n

)n

= lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n

= e > 1 より発散する．

（ 2） lim
n→∞

(an)
1
n = lim

n→∞

(
1

3n

(
1 + 1

n

)n2) 1
n

= lim
n→∞

1
3

(
1 + 1

n

)n2× 1
n

= lim
n→∞

1
3

(
1 + 1

n

)n

=

e

3 < 1 より収束する．

6. （ 1）
∞∑

n=1

∣∣∣∣ (−1)n−1

n2

∣∣∣∣ =
∞∑

n=1

1
n2 < 1 +

∞∑
n=2

1
n(n − 1) であり，問題 7.1.1 ( 2 ) より右辺の収束する．

よって，定理 7.1.7 ( 1 ) より
∞∑

n=1

(−1)n−1

n2 は絶対収束する．
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（ 2）
{ 1

n

}
は単調減少列であり，かつ， lim

n→∞

1
n

= 0を満たす．よって，ライプニッツの定理（定理 7.1.18）

より，
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
は収束する．問題 7.1.2 より

∞∑
n=1

∣∣∣∣ (−1)n−1

n

∣∣∣∣ =
∞∑

n=1

1
n
は発散するので，

∑∞
n=1

(−1)n−1

n の収束は条件収束である．

7. （ 1） Sm =
m∑

n=1

an，Tm =
m∑

n=1

ak
n，とおく． lim

m→∞
Sm が収束することから，{Sm | m ∈ N}は上に

有界である．上限をM とする．

Tm =
m∑

n=1

ak
n ≤

(
m∑

n=1

an

)k

≤ Mk

より，{Tm | m ∈ N}も上に有界である．よって，単調増加列 {Tm}は収束する．

（ 2） Sm =
m∑

n=1

an，Tm =
m∑

n=1

bn とおく．Um =
m∑

n=1

anbn とおく． lim
m→∞

Sm が収束することから，

{Sm | m ∈ N}は上に有界である．上限をM とする．同様に， lim
m→∞

Tm が収束することから，

{Tm | m ∈ N}は上に有界である．上限をN とする．

Um =
m∑

n=1

anbn ≤

(
m∑

n=1

an

)(
m∑

n=1

bn

)
≤ MN

より，{Um | m ∈ N}も上に有界である．よって，単調増加列 {Um}は収束する．
問題 7.2
1. 以下，各問題のベキ級数の xn の係数を an とする．

（ 1） 定理 7.2.2より， lim
n→∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n + 1
n + 2 = 1

（ 2） 定理 7.2.2より， lim
n→∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n

n + 1 = 1

（ 3） 定理 7.2.2より， lim
n→∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n!
(n + 1)! = lim

n→∞

1
n + 1 = 0

（ 4） 定理 7.2.2より， lim
n→∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(n + 1)22n+1

n22n
= lim

n→∞
2
(

1 + 1
n

)2
= 2

（ 5） 定理 7.2.2より，

lim
n→∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

√
n + 1 −

√
n√

n + 2 −
√

n + 1
= lim

n→∞

(
√

n + 1 −
√

n)
√

n+1+
√

n√
n+1+

√
n

(
√

n + 2 −
√

n + 1)
√

n+2+
√

n+1√
n+2+

√
n+1

= lim
n→∞

√
n + 2 +

√
n + 1√

n + 1 +
√

n
= lim

n→∞

√
1 + 2

n +
√

1 + 1
n√

1 + 1
n + 1

= 2
2 = 1

（ 6） 定理 7.2.6より，

lim
n→∞

1
n
√

|an|
= lim

n→∞

1(
n−1

n

)n2× 1
n

= lim
n→∞

1(
n−1

n

)n = lim
n→∞

1(
n

n+1

)n+1

= lim
n→∞

(
n + 1

n

)n+1
= lim

n→∞

(
1 + 1

n

)n (
1 + 1

n

)
= e

2. （ 1） 例 7.1.1より，|x| < 1を満たす各 xについて，
∞∑

n=1

xn−1 = 1
1 − x

が成り立つ．

（ 2） ( 1 ) の変数を x = −tで置き換えると，−1 < t < 1において

1
1 + t

= 1 − t + t2 − t3 + · · · + (−t)n−1 + · · ·
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が成り立つ．項別積分（定理 7.2.8）をすると，

log(1 + x) =
∫ x

0

dt

1 + t
=
∫ x

0
dt +

∫ x

0
−t dt + · · · +

∫ x

0
(−t)n−1 dt + · · ·

= x − x2

2 + x3

3 − · · · (−1)n−1 xn

n
+ · · ·

が得られる．

（ 3） 定理 7.2.14より，xn の係数は(
1
2

n

)
= 1

n!
1
2

(
−1

2

)(
−3

2

)
· · ·
(

−2n − 3
2

)
= (−1)n−1

n!
(2n − 3)!!

2n
= (−1)n−1(2n − 3)!!

(2n)!!

であり，x = 0での
√

x + 1の値は 1であるから，主張が従う．

（ 4） 定理 7.2.14より， 1√
1 + x

のマクローリン展開の xn の係数は

(
− 1

2

n

)
= 1

n!

(
−1

2

)(
−3

2

)(
−5

2

)
· · ·
(

−2n − 1
2

)
= (−1)n

n!
(2n − 1)!!

2n
= (−1)n(2n − 1)!!

(2n)!!

である．
1√

1 − x
のマクローリン展開は

1√
1 + x

のマクローリン展開の xを −xに置き換えるこ

とで得られるので，その xn の係数は

(−1)n(2n − 1)!!
(2n)!! × (−1)n = (2n − 1)!!

(2n)!!

となる．よって主張が従う．

（ 5） ( 1 ) の変数を x = −t2 で置き換えると，−1 < t < 1において

1
1 + t2 = 1 − t2 + t4 − · · · + (−1)n−1t2n−2 + · · ·

が成り立つ．項別積分（定理 7.2.8）をすると，

arctan x =
∫ x

0

dt

1 + t2 =
∫ x

0
dt −

∫ x

0
t2 dt +

∫ x

0
t4 dt − · · · +

∫ x

0
(−1)n−1t2n−2 dt + · · ·

= 1 − x3

3 + x5

5 − · · · + (−1)n−1 x2n−1

2n − 1 + (−1)n x2n+1

2n + 1 + · · ·

が得られる．（補足：x = 1 を代入すると，π

4 = 1 − 1
3 + 1

5 − 1
7 + · · · という，えっ本当！？とい

う πの近似式を得る．）

（ 6） ( 4 ) の変数を x2 に置き換えると，

1√
1 − x2

=
∞∑

n=1

(2n − 1)!!
(2n)!! x2n

が成り立つ．項別積分（定理 7.2.8）をすると，

arcsin x =
∫ x

0

1√
1 − t2

dt =
∞∑

n=1

(2n − 1)!!
(2n)!! (2n + 1)x2n+1

が得られる．

3. （ 1） f(x) = (x + 1)4 とおくと，f ′(x) = 4(x + 1)3, f ′′(x) = 12(x + 1)2, f (3)(x) = 24(x + 1),
f (4)(x) = 24, f (n)(x) = 0 （n ≥ 5）である．よって，マクローリン展開は

(x + 1)4 =
∞∑

n=0

f (n)(0)
n! xn = 1 + 4

1!x + 12
2! x2 + 24

3! x3 + 24
4! x5



問題の解答 53

= 1 + 4x + 6x2 + 4x3 + x4

である．係数の数列は 0に収束するので，定理 7.2.6より収束半径は∞である．

（ 2） f(x) = ex とおくと，f (n)(x) = ex が任意の nに対して成り立つ．よって，マクローリン展開は

ex =
∞∑

n=0

f (n)(0)
n! xn =

∞∑
n=0

1
n!x

n

である．係数の数列を {an}とすると， lim
n→∞

an

an+1
= lim

n→∞

(n + 1)!
n! = lim

n→∞
(n + 1) = ∞とな

るので，定理 7.2.2より収束半径は∞である．

（ 3） f(x) = ex とおくと，f (n)(x) = (−1)nex が任意の nに対して成り立つ．よって，マクローリン

展開は

e−x =
∞∑

n=0

f (n)(0)
n! xn =

∞∑
n=0

(−1)n

n! xn

である．係数の数列を {an}とすると， lim
n→∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(n + 1)!
n! = lim

n→∞
(n + 1) = ∞と

なるので，定理 7.2.2より収束半径は∞である．

（ 4） f(x) = 1
1 + x

とおくと，f (n)(x) = (−1)nn!(1 + x)−n−1 が任意の nに対して成り立つ．よっ

て，マクローリン展開は

1
1 + x

=
∞∑

n=0

f (n)(0)
n! xn =

∞∑
n=0

(−1)nn!
n! xn =

∞∑
n=0

(−1)nxn

である．|x| < 1のとき，
∞∑

n=0

|(−1)nxn| =
∞∑

n=0

xn = 1
1 − x

より，
∞∑

n=0

|(−1)nxn|は絶対収束す

る．また，|x| > 1のとき， lim
n→∞

|(−1)nxn| = ∞であるから，定理 7.1.3より発散する．よって，

収束半径は 1である．
（ 5） f(x) = sin xとおくと，問題 3.4.4 ( 2 ) より，f (2k−1)(0) = (−1)k−1, f (2k)(0) = 0である．

よって，マクローリン展開は

sin x =
∞∑

n=0

f (n)(0)
n! xn =

∞∑
k=1

(−1)k−1

(2k − 1)!x
2k−1 =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!x
2k+1

である．この級数が絶対収束するかを調べる．

∞∑
k=0

∣∣∣∣ (−1)k

(2k + 1)!x
2k+1

∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=0

1
n!x

n

の右辺の級数に対してダランベールの判定法（定理 7.1.10）を用いると，

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

n

(n + 1)! = lim
n→∞

1
n

= 0

より，固定した各 x ∈ R について級数が収束することが分かる．したがって，比較判定法（定

理 7.1.7）より，各 x ∈ R について，級数
∞∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)!x
2k+1 は絶対収束する．よって，定理

7.1.5よりこの級数は収束する．収束半径は∞である．

（ 6） f(x) = sin xとおくと，問題 3.4.4 ( 3 ) より，f (2k−1)(0) = 0, f (2k)(0) = (−1)k である．よっ

て，マクローリン展開は

cos x =
∞∑

n=0

f (n)(0)
n! xn =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)! x2k
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である．この級数が絶対収束するかを調べる．

∞∑
k=0

∣∣∣∣ (−1)k

(2k)! x2k

∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=0

1
n!x

n

であり，( 5 ) と同様にして，各 x ∈ Rについて，級数
∞∑

k=0

(−1)k

(2k)! x2k は絶対収束することが分か

る．よって，定理 7.1.5よりこの級数は収束する．収束半径は∞である．

4. （ 1） 問題 7.2.3 ( 2 ) の答え ex =
∞∑

n=0

1
n!x

n の x を −x2 に置き換えればよい．よって，e−x2
=

∞∑
n=0

(−1)n

n! x2nである．exの展開式はR上の各点において収束するので，e−x2
もR上の各点に

おいて収束する．よって，収束半径は∞である．

（ 2） 問題 7.2.3 ( 2 ) の答え ex =
∞∑

n=0

1
n!x

nの xを 3xに置き換えて，さらに各項に xを掛ければよい．

よって，xe3x =
∞∑

n=0

1
n!x(3x)n =

∞∑
n=0

3n

n! xn+1 である．ex の展開式はR上の各点において収束

するので，e3x もR上の各点において収束する．また，xもR上の各点において収束する．よっ
て，問題 7.1.7 ( 2 ) より，xe3xの展開式もR上の各点において収束する．収束半径は∞である．

（ 3） 問題 7.2.2 ( 2 ) の答え log(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
xn の xを 2xに置き換えればよい．よって，

log(1 + 2x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
(2x)n =

∞∑
n=1

(−1)n−12n

n
xn である．log(1 + x)の展開式は |x| < 1

において収束するので，log(1 + 2x)の展開式は |x| <
1
2 において収束する．収束半径は

1
2 である．

（ 4） 問題 7.2.2 ( 2 ) の答え log(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
xn の xを x2 に置き換えればよい．よって，

log(1 + x2) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
x2n である．log(1 + x)の展開式は |x| < 1において収束するので，

log(1 + x2)の展開式は |x2| < 1において収束する．収束半径は 1である．

（ 5） 問題 7.2.2 ( 2 )の答え log(1+x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
xnの各項にxを掛けると，展開式 log(1+x)x =

x log(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
xn+1 が得られる．log(1 + x)の展開式は |x| < 1において収束し，

xはR上の各点において収束するので，問題 7.1.7 ( 2 )より，log(1 + x)xの展開式は |x| < 1に
おいて収束する．収束半径は 1である．

（ 6） 問題 7.2.2 ( 2 ) の答え log(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
xn の xを−xに置き換えると，log(1 − x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
(−x)n =

∞∑
n=1

−1
n

(−x)n が得られる．よって，

log 1 + x

1 − x
= log(1 + x) − log(1 − x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn −

∞∑
n=1

−1
n

xn

=
∞∑

k=1

2
2k − 1x2k−1 =

∞∑
k=0

2
2k + 1x2k+1
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log(1 + x)の展開式と log(1 − x)の展開式は |x| < 1において収束するので，log 1 + x

1 − x
= log(1 +

x) − log(1 − x)も |x| < 1において収束する．収束半径は 1である．

5. an =

(
α

n

)
とおくと，定理 7.2.2より収束半径は

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣α(α − 1) · · · (α − n + 1)
n! · (n + 1)!

α(α − 1) · · · (α − n + 1)(α − n)

∣∣∣∣
= lim

n→∞

∣∣∣ n + 1
α − n

∣∣∣ =
∣∣∣∣1 + 1

n
α
n − 1

∣∣∣∣ = 1

より 1である．よって，項別微分（定理 7.2.9）により，この関数は開区間 (−1, 1)上で C∞ 級関数であ

り，任意の n ∈ N ∪ {0}について定理の等式の左辺と右辺の n次導関数の x = 0での値が一致すれば，
等号が成立することになる．左辺と右辺の x = 0での値は共に 1であり，一致する．n > 0のとき，左辺
の n次導関数の x = 0での値は

dn

dxn
(1 + x)α

∣∣∣∣
x=0

= α(α − 1) · · · (α − n + 1)

である．一方，右辺の n次導関数の定数項は右辺の xn の係数を n!倍したものになるので，

α(α − 1) · · · (α − n + 1)
n! · n! = α(α − 1) · · · (α − n + 1)

となり，左辺の n次導関数の x = 0での値と一致する．よって，主張の等式が成り立つ．
問題 8.1

1. （ 1） まず，y ̸= 0における解を求める．dy

dx
= (2x + 1)yを 1

y
dy = (2x + 1)dxと変形して，∫

1
y

dy =
∫

(2x + 1) dx

として両辺を積分すると，log |y| = x2 + x + C0となる．よって，|y| = ex2+x+C0 である．|y|の

絶対値を外し，y = ±ex2+x+C0 = ±eCex2+x とする．C = ±eC0 = C と置くと，y = Cex2+x

と書ける．ここで，C ̸= 0である．y = 0のときは，y′ = 0より，y = 0が解となる．これは
y = Cex2+x の C = 0の場合に該当する．よって，求める解は y = Cex2+x (C ∈ R) である．

（ 2） まず，y ̸= 0における解を求める．x
dy

dx
+ (2x2 − 1)y = 0を 1

y
dy = 1 − 2x2

x
dxと変形して，∫

1
y

dy =
∫

1 − 2x2

x
dx =

∫ ( 1
x

− 2x
)

dx

として両辺を積分すると，log |y| = log |x|−x2となる．よって，|y| = elog |x|−x2+C0 = |x|e−x2+C0

である．|x|および |y|の絶対値を外し，y = ±eC0 xe−x2
とする．C = ±eC0と置くと，y = Cxe−x2

と書ける．ここで，C ̸= 0である．y = 0のときは，y′ = 0より，y = 0が解となる．これは
y = Cxe−x2

の C = 0の場合に該当する．よって，求める解は y = Cxe−x2
(C ∈ R) である．

※ 以降の解答では，分母が 0になる場合の場合分けは省略することにする．

（ 3） dy

dx
= x + y

x − y
=

1 + y
x

1 − y
x

より，この微分方程式は同次形である．t = y

x
とおくと，微分方程式は

x
dt

dx
= 1 + t

1 − t
− t = 1 + t − t(1 − t)

1 − t
= 1 + t2

1 − t

となる．これを
1 − t

1 + t2 dt = 1
x

dxと変形して，∫
1
x

dx =
∫

1 − t

1 + t2 dt =
∫

1
1 + t2 dt −

∫
t

1 + t2 dt
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として両辺を積分すると，

log |x| = arctan t − 1
2 log(1 + t2) + C0

が得られる．t = y

x
を代入すると，

log |x| = arctan y

x
− 1

2 log
(

1 +
(

y

x

)2
)

+ C0

となるので，これを整理すると，C = −2C0 として，

log(x2 + y2) = 2 arctan y

x
+ C

となる．

（ 4） dy

dx
= x2 + y2

xy
=

1 +
(

y
x

)2

y
x

より，この微分方程式は同次形である．t = y

x
とおくと，微分方程

式は

x
dt

dx
= 1 + t2

t
− t = 1 + t2 − t2

t
= 1

t

となる．これを t dt = 1
x

dx と変形して，

∫
t dt =

∫
1
x

dx として両辺を積分すると， 1
2 t2 =

log |x|+Cが得られる．t = y

x
を代入すると，

y2

2x2 = log |x|+C となるので，y2 = 2x2(log |x|+C)

となる．

（ 5） 最初に斉次式 dy

dx
= −y を解く．

∫
1
y

dy = −
∫

dxとして両辺を積分すると，log |y| = −x+C0と

なる．よって，|y| = e−x+C0 であり，C1 = eC0 とおくと，y = C1e−xが得られる．次に定数変化法

により
dy

dx
= −y+x2の解を求める．y = C1(x)e−xとおくと，この式はC′

1(x)e−x −C1(x)e−x =

−C1(x)e−x + x2 となるので，C′
1(x) = x2ex が得られる．

C1(x) =
∫

x2ex dx = x2ex −
∫

2xex dx = x2ex − 2xex +
∫

2ex dx

= x2ex − 2xex + 2ex + C = (x2 − 2x + 2)ex + C

となるので，求める解は

y = ((x2 − 2x + 2)ex + C)e−x = x2 − 2x + 2 + Ce−x

となる．

（ 6） 最初に斉次式 dy

dx
= 2xy を解く．

∫
1
y

dy = 2x dxとして両辺を積分すると，log |y| = x2 +C0とな

る．よって，|y| = ex2+C0 であり，C1 = eC0 とおくと，y = C1ex2
が得られる．次に定数変化法に

より
dy

dx
= 2xy+ex2

の解を求める．y = C1(x)ex2
とおくと，この式はC′

1(x)ex2
+2xC1(x)ex2

=

2xC1(x)ex2
+ ex2

となるので，C′
1(x) = 1が得られる．よって C1(x) = x + C となるので，求

める解は y = (x + C)ex2
となる．

2. （ 1） dy

dx
= 2xyの解は，

∫
1
y

dy = 2x dxとして両辺を積分すると，log |y| = x2 + C0となる．よって，

|y| = ex2+C0 であり，C = eC0 とおくと，y = Cex2
となる．x = 0を代入すると，y = Ce0 = C

より，C = 2である．よって求める解は y = 2ex2
である．
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（ 2） 最初に斉次式 dy

dx
= y を解く．

∫
1
y

dy = dx として両辺を積分すると，log |y| = x + C0 とな

る．よって，|y| = ex+C0 であり，C1 = eC0 とおくと，y = C1exとなる．次に定数変化法により

dy

dx
= y+exの解を求める．y = C1(x)exとおくと，この式はC′

1(x)ex +C1(x)ex = C1(x)ex +ex

となるので，C′
1(x) = 1が得られる．よってC1(x) = x+Cとなるので，求める解は y = (x+C)ex

となる．x = 2を代入すると，y = (2 + C)e2 = 0となるので，C = −2である．よって求める解
は y = (x − 2)ex である．

3. （ 1） y′ − 2y = −2y2より n = 2のベルヌーイの微分方程式である．t = y1−2 = y−1とおくと，求める

微分方程式は
dt

dx
− (−2)t = −(−2)より，dt

dx
+ 2t = 2となる．

∫
1

1 − t
dt =

∫
2 dxとして両辺

を積分すると，− log |1 − t| = 2x + C0となる．よって，|1 − t| = e−2x−C0 であり，C1 = ±e−C0

とおくと，1 − t = C1e−2x となる．t = y−1 を代入すると，1 − y−1 = C1e−2x であり，整理し

て，C = −C1 とすると，y = e2x

e2x + C
となる．

（ 2） y′ − y = y2ex より n = 2のベルヌーイの微分方程式である．t = y1−2 = y−1 とおくと，求める

微分方程式は
dt

dx
− (−1)t = −ex より，

dt

dx
+ t = −ex となる．最初に斉次式

dt

dx
+ t = 0を解

く．

∫
1
t

dt = −dxとして両辺を積分すると，log |t| = −x + C0 となる．よって，|t| = e−x+C0

であり，C1 = eC0 とおくと，t = C1e−x となる．次に定数変化法により
dt

dx
+ t = −ex の解を

求める．t = C1(x)e−x とおくと，この式は C′
1(x)e−x − C1(x)e−x + C1(x)e−x = −ex となる

ので，C′
1(x) = −e2x が得られる．よって C1(x) = −1

2e2x + C となるので，解は

t =
(

−1
2e2x + C

)
e−x = −1

2ex + Ce−x

となる．t = y−1 を代入し，C2 = 2C とおくと，y = 2
−ex + Ce−x

となる．

（ 3） y′ − 2xy = y2e−x2
より n = 2のベルヌーイの微分方程式である．t = y1−2 = y−1 とおくと，

求める微分方程式は
dt

dx
− (−2x)t = −e−x2

より，
dt

dx
+ 2xt = −e−x2

となる．最初に斉次式

dt

dx
+ 2xt = 0を解く．

∫
1
t

dt = −2xdxとして両辺を積分すると，log |t| = −x2 + C0 となる．

よって，|t| = e−x2+C0 であり，C1 = eC0 とおくと，t = C1e−x2
となる．次に定数変化法により

dt

dx
+xt = e−x2

の解を求める．t = C1(x)e−x2
とおくと，この式はC′

1(x)e−x2
−2x C1(x)e−x2

+

2x C1(x)e−x2
= −e−x2

となるので，C′
1(x) = −1が得られる．よって C1(x) = −x + C となる

ので，解は t = (−x + C)e−x2
となる．t = y−1 を代入すると，y = ex2

−x + C
となる．

（ 4） y′ + y

x
= y4よりn = 4のベルヌーイの微分方程式である．t = y1−4 = y−3とおくと，求める微分

方程式は
dt

dx
− 3 t

x
= −3となる．最初に斉次式 dt

dx
− 3 t

x
= 0を解く．

∫
1
t

dt = 3
x

dxとして両辺

を積分すると，log |t| = 3 log |x| + C0となる．C0 = log C1とおくと，|t| = C1 |x|3となる．次に

定数変化法により
dt

dx
−3 t

x
= −3の解を求める．t = C1(x) x3とおくと，C′

1(x)x3 +3x2C1(x)−

3 C1(x)x2 = −3となるので，C′
1(x) = −3x−3 が得られる．よって C1(x) = 3

2x−2 + C2 となる

ので，解は

t =
(3

2x−2 + C2

)
x3 = 3

2x + C2x3



58 数理情報・工学系のための数学教程【基礎編１】　微分積分

となる．t = y−3 を代入し，C = 2C2 とすると，y3 = 2
3x + Cx3 となる．

4. （ 1） f(x, y) = 2x + 2y + 1, g(x, y) = 2x − 3y2 + 3とおくと，fy(x, y) = 2, gx(x, y) = 2は一致す
るので，微分方程式は完全形である．

F (x, y) =
∫

f(x, y)dx = x2 + 2xy + x

G(x, y) = g(x, y) − Fy(x, y) = 2x − 3y2 + 3 − 2x = −3y2 + 3

より，

H(x, y) = F (x, y) +
∫

G(x, y)dy = x2 + 2xy + x − y3 + 3y − C

となる．よって，x2 + 2xy + x − y3 + 3y = C が求める解である．

（ 2） f(x, y) = ex + y2 − 2xy, g(x, y) = 2e2y + 2xy − x2とおくと，fy(x, y) = 2y − 2x, gx(x, y) =
2y − 2xは一致するので，微分方程式は完全形である．

F (x, y) =
∫

f(x, y)dx = ex + xy2 − x2y

G(x, y) = g(x, y) − Fy(x, y) = 2e2y + 2xy − x2 − 2xy + x2 = 2e2y

より，

H(x, y) = F (x, y) +
∫

G(x, y)dy = ex + xy2 − x2y + e2y − C

となる．よって，ex + xy2 − x2y + e2y = C が求める解である．

5. f̃(x, y) = λ(x)f(x, y), g̃(x, y) = λ(x)g(x, y)とおくと，f̃y(x, y) = λ(x)fy(x, y)および

g̃x(x, y) = λ′(x)g(x, y) + λ(x)gx(x, y) = λ(x) h(x) g(x, y) + λ(x)gx(x, y)

= λ(x)(fy(x, y) − gx(x, y)) + λ(x)gx(x, y) = λ(x)fy(x, y)

より f̃y(x, y)と g̃x(x, y)は一致する．よって，λ(x)は積分因子である．
6. f(x, y) = xy − 1, g(x, y) = x2 − xyとおくと，

fy(x, y) − gx(x, y)
g(x, y) = x − (2x − y)

x2 − xy
= y − x)

x(x − y) = − 1
x

であり，これは変数 xのみの関数であるから，上の問題（問題 8.1.5）より，

λ(x) = exp
(∫

− 1
x

dx

)
= e− log |x| = e

log 1
|x| = 1

|x|

は積分因子である．x > 0と仮定し，

f̃(x, y) = 1
x

(xy − 1) = y − 1
x

, g̃(x, y) = 1
x

(x2 − xy) = x − y

とおくと，

F̃ (x, y) =
∫

f̃(x, y)dx = xy − log x

G̃(x, y) = g̃(x, y) − F̃y(x, y) = x − y − x = −y

より，

H(x, y) = F̃ (x, y) +
∫

G̃(x, y)dy = xy − log x − 1
2y2 − C0
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となる．よって，xy − log x − 1
2y2 = C0 が解である．x < 0の場合は，

f̃(x, y) = 1
−x

(xy − 1) = −y + 1
x

, g̃(x, y) = 1
−x

(x2 − xy) = −x + y

とおくと，

F̃ (x, y) =
∫

f̃(x, y)dx = −xy + log |x|

G̃(x, y) = g̃(x, y) − F̃y(x, y) = −x + y − (−x) = y

より，

H(x, y) = F̃ (x, y) +
∫

G̃(x, y)dy = −xy − log |x| + 1
2y2 − C1

となる．よって，−xy − log |x| + 1
2y2 = C1 が解である．x > 0 のとき C = 2C0, x < 0 のとき

C = −2C1 とおくと，2xy − 2 log |x| − y2 = C が求める解である．

問題 8.2
1. （ 1） 定理 8.2.2より，y = C0ex + C1e−2x

（ 2） 定理 8.2.2より，y = C0e−x + C1xe−x

（ 3） 定理 8.2.2より，D3 − 2D2 + D = D(D − 1)2 より，y = C0 + C1ex + C2xex

（ 4） D2 −4D+8 = 0の解は 2±
√

4 − 8 = 2±
√

−4 = 2±2iである．ここで iは虚数単位である．解を

a±biとおいたとき，a = 2, b = 2である．よって，定理 8.2.4よりy = A0e2x cos 2x+B0e2x sin 2x

である．

2. （ 1） 例題 8.2.7と同じ方針で解く．

y = −x

D2 − 1 = −x

(D − 1)(D + 1) = 1
D − 1

−x

D + 1 = 1
D − 1e−x

∫
(−x)ex dx

= 1
D − 1e−x (−xex + ex + C0) = 1

D − 1(1 − x + C0e−x) = ex

∫
(1 − x + C0e−x)e−x dx

= ex

∫ (
(1 − x)e−x + C0e−2x

)
dx = ex

((
(x − 1)e−x + e−x − C0

2 e−2x
)

+ C1

)
= x − 1

2C0e−x + C1ex

となる．見栄えの問題で，−1
2C0をC0に置き直す．求める解は y = x + C0e−x + C1ex である．

（ 2） 例題 8.2.7の後に書いてある公式を使う．

y = ex

D2 + 1 = sin x

∫
ex cos x dx − cos x

∫
ex sin x dx

である．ここで，I0 =
∫

ex cos x dxとおくと，

I0 = ex cos x +
∫

ex sin x dx = ex cos x + ex sin x −
∫

ex cos x dx

= ex(cos x + sin x) − I0

より，I0 = 1
2ex(cos x + sin x) + C0 である．また，I1 =

∫
ex sin x dxとおくと，

I1 = ex sin x −
∫

ex cos x dx = ex sin x − ex cos x −
∫

ex sin x dx

= ex(sin x − cos x) − I1
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より，I1 = 1
2ex(sin x − cos x) + C1 である．よって解は

y = I0 sin x − I1 cos x

=
(1

2ex(cos x + sin x) + C0

)
sin x −

(1
2ex(sin x − cos x) + C1

)
cos x

= 1
2ex + C0 sin x − C1 cos x

となる．見栄えの問題で，−C1 を+C1 に置き直す．求める解は y = 1
2ex + C0 sin x + C1 cos x

である．

3. (D2 + 3D + 2)y = xより，

y = x

D2 + 3D + 2 = x

(D + 2)(D + 1) = 1
D + 2

x

D + 1 = 1
D + 2e−x

∫
xex dx

= 1
D + 2e−x(xex − ex + C0) = 1

D + 2(x − 1 + C0e−x) = e−2x

∫
(x − 1 + C0e−x)e2x dx

= e−2x

∫ (
(x − 1)e2x + C0ex

)
dx = e−2x

(1
2(x − 1)e2x − 1

4e2x + C0ex + C1

)
= 1

2(x − 1) − 1
4 + C0e−x + C1e−2x = 1

2x − 3
4 + C0e−x + C1e−2x

が解である．この式と y′ = 1
2 − C0e−x − 2C1e−2x に x = 0を代入すると，

y(0) = −3
4 + C0 + C1 = 0, y′(0) = 1

2 − C0 − 2C1 = 1

より，C0 = 2, C1 = −5
4 が得られる．よって求める解は y = 1

2x − 3
4 + 2e−x − 5

4e−2x である．

4. f(x) = a0xn + a1xn−1 + · · · + an−1x + an とする．k ∈ Nについて dk

dxk
eax = akeax が成り立つこ

とから，

f(D)eax = a0aneax + a1an−1eax + · · · + an−1aeax + aneax = f(a)eax

が成り立つ．f(a)で割ると等式 f(D)
(

eax

f(a)

)
= eax が得られるが，これは y = eax

f(a) が微分方程式

f(D)y = eax の解であることを意味する．よって，
1

f(D)eax = eax

f(a) が従う．

5. y = (1 + aD + (aD)2 + · · · + (aD)n)f(x)とおく．f(x)が n次の多項式であることからDn+1f(x) = 0
が成り立つことに注意すると，

(1 − aD)y = (1 − aD)(1 + aD + (aD)2 + · · · + (aD)n)f(x)

= (1 − (aD)n+1f(x) = f(x)

となる．つまり，yは微分方程式 (1 − aD)y = f(x)の解である．よって， f(x)
1 − aD

= (1 + aD +(aD)2 +

· · · + (aD)n)f(x) が従う．


